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Введение 

Известно, что наиболее продуктивное изучение курса физики, позволяю-
щее глубже понять сущность физических законов, процессов и явлений,  
достигается при рациональном  сочетании изучения теоретического  материала и 
решения физических задач по соответствующему разделу курса физики, а так-
же выполнения физического практикума . 

Данное учебно-методическое пособие предназначено для оказания помо-
щи студентам-заочникам технических специальностей  ДВГТУ в изучении 
курса физики  и в первую очередь в решении физических задач. 

В соответствии с учебными планами технических специальностей  ДВГТУ 
и рабочей программой весь курс физики разбит на четыре раздела: 

1) механика, молекулярная  физика и термодинамика ; 
2) электродинамика; 
3) колебания и волны, волновая оптика; 
4) квантовая физика, физика твердого тела, ядерная физика. 
Изучение каждого из этих разделов курса поддерживается  соответст-

вующим лабораторным практикумом и четырьмя контрольными работами. 
Данное пособие ориентируется  в первую очередь на методическое  обеспечение  
выполнения контрольной работы по третьему разделу курса физики: «Колеба-
ния и волны. Волновая оптика». Оно может быть использовано  и для 
подготовки к экзаменам.  

Данное пособие может быть также использовано  при изучении соответст-
вующих разделов курса физики и студентами  других вузов, где распределение  
учебного материала отличается от указанного. 

В соответствии с указанной выше целью и построено содержание учебно-
методического пособия. В нем рассматриваются  узловые вопросы данного раз-
дела курса физики, даны методические  рекомендации  по  решению типов задач, 
представленных в контрольной работе № 3, приводятся по каждой теме приме-
ры решения задач, а также даны задачи для самостоятельного  решения.  

Для удобства студентов задачи для самостоятельного  решения сгруппи-
рованы по темам.  

Учитывая  ограниченный  объем  пособия ,  мы сочли своим долгом  ука-
зать на ряд учебных пособий , в которых также рассматриваются  технологии  
решения  физических  задач. Кроме  того, для более полного  изучения  материа-
ла, не охваченного  в рамках  данного  пособия , но входящего  в программу  
курса физики технического  вуза и необходимого  для подготовки  к семестро-
вым экзаменам  по физике, мы указали также несколько  учебных пособий , 
которые могут оказаться  полезными  при освоении  теоретического  материала  
(см. библиографический  список).  
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Общие методические указания 
Основной формой обучения студента-заочника является самостоятельная  

работа над учебным материалом. Для облегчения этой работы кафедра физики 
организует чтение лекций, практические  занятия и лабораторные работы. По-
этому процесс изучения физики состоит из следующих этапов: 

1)  проработка установочных и обзорных лекций; 
2) самостоятельная работа над учебниками и учебными пособиями; 
3) выполнение контрольных работ; 
4) прохождение лабораторного практикума; 
5) сдача зачетов и экзаменов. 
Важнейшим элементом самостоятельной работы студентов–заочников яв-

ляется выполнение контрольных работ. В процессе  изучения  физики  студент  
должен  выполнить  четыре  контрольные  работы. 

Таблица к контрольной работе № 3 

Решение  задач контрольных  работ является  проверкой  степени  усвоения  
и закрепления  студентом  теоретического  курса , а рецензии  на работу  помо-
гают  ему доработать  и правильно  освоить  различные  разделы  курса  физики .  

Прежде чем приступать к решению конкретной  задачи, рекомендуем изу-
чить соответствующий  теоретический  материал, просмотреть примеры 
решения задач по данной теме, познакомиться  со справочными материалами, 
приведенными, например, в пособии [6], см. библиографический список на стра-
нице 7, а затем приступать к выполнению контрольной работы. 

Вариант Номера задач 

1 301 311 321 331 341 351 361 371 381 391 

2 302 312 322 332 342 352 362 372 382 392 

3 303 313 323 333 343 353 363 373 383 393 

4 304 314 324 334 344 354 364 374 384 394 

5 305 315 325 335 345 355 365 375 385 395 

6 306 316 326 336 346 356 366 376 386 396 

7 307 317 327 337 347 357 367 377 387 397 

8 308 318 328 338 348 358 368 378 388 398 

9 309 319 329 339 349 359 369 379 389 399 

10 310 320 330 340 350 360 370 380 390 400 
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Контрольные  работы  содержат  каждая  по десять  задач . Вариант  зада -
ния контрольной  работы  определяется  в соответствии  с последней  цифрой  
шифра  зачетной  книжки  по таблице  для  контрольных  работ  № 3. 

Если , например , последняя  цифра  5, то в контрольных  работах  сту-
дент  решает  задачи  305, 315, 325, 335, 345, 355, 365, 375, 385, 395.  

При выполнении  контрольных  работ  необходимо  соблюдать  следую -
щие  правила : 

1) указывать   на  титульном   листе   номер   контрольной   работы , на-
именование  дисциплины , фамилию  и инициалы  студента , шифр  зачетной  
книжки  и домашний  адрес ; 

2) контрольную  работу  следует  выполнять  аккуратно , оставляя  поля  
для замечаний  рецензента ; 

3) задачу  своего  варианта  переписывать  полностью , а заданные  физи-
ческие  величины  выписать  отдельно , при этом  все необходимые  числовые  
значения  величин  должны  быть  выражены  в системе  СИ;  

4)  для пояснения  решения  задачи  там , где это нужно , аккуратно  сде-
лать  чертеж ; 

5) решение  задачи  и используемые  формулы  должны  сопровождаться  
пояснениями ; 

6) в пояснениях  к  задаче  необходимо  указывать  те основные  законы  и 
формулы , на которых  базируется  решение  данной  задачи ; 

7) при получении  расчетной  формулы  для решения  конкретной  задачи  
приводить  ее вывод ; 

8)  задачу  рекомендуется  решить  сначала  в общем  виде , т. е. только  в 
буквенных   обозначениях ,  поясняя  физический  смысл  используемых  обо-
значений , и только  затем  переходить  к расчетам ; 

9)  вычисления  следует  проводить  с помощью  подстановки  заданных  
числовых  величин  в расчетную  формулу ; при этом  следует  руководство -
ваться  правилами  приближенных  вычислений  [6, c. 470 –471]; 

10) константы  физических  величин  и другие  справочные  данные  для  
уменьшения  погрешностей  вычислений  следует  выбирать  из таблиц  на по-
рядок  выше , чем  числовые  значения , приводимые  в условиях  задач ; 

11) проверить  единицы  полученных  величин  по расчетной  формуле  и 
тем  самым  подтвердить  ее правильность . 

Контрольные  работы , оформленные  без  соблюдения  указанных  пра-
вил, а также  работы , выполненные  не по своему  варианту , не зачитывают . 

При отсылке  работы  на повторное  рецензирование  обязательно  пред-
ставлять  работу  с первой  рецензией . 
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Рабочая программа раздела 
«Колебания и волны. Волновая оптика» 

 

 Гармонические  колебания. Уравнение гармонических колебаний. Упру-
гая и квазиупругая сила. Уравнение движения пружинного маятника, его 
решение. Амплитуда, круговая частота, фаза гармонического колебания. Век-
торная диаграмма. Энергия гармонического  колебания. Математический  
маятник. Физический маятник. Колебательный контур. 

 Сложение одинаково направленных  колебаний одной частоты, близких 
частот, кратных частот. Сложение взаимно перпендикулярных  колебаний. Фи-
гуры Лиссажу. 

 Колебания при наличии трения. Колебания пружинного маятника с 
трением. Дифференциальное уравнение его движения. Решение уравнения. Ко-
эффициент затухания. Логарифмический  декремент. Добротность. Период 
затухающих колебаний. 

Электромагнитные  колебания. Свободные затухающие колебания в ко-
лебательном контуре. Дифференциальное  уравнение и его решение. 
Характеристики затухания. Автоколебания. 

 Вынужденные колебания осциллятора под действием внешней синусои-
дальной силы. Дифференциальное  уравнение и его решение. Амплитуда и фаза 
вынужденных колебаний. Резонанс.  

Вынужденные электромагнитные  колебания . Частотные зависимости ам-
плитуд тока, напряжений, сдвига фаз между током и напряжением. 
Параметрический резонанс. 

 Волновое движение. Продольные и поперечные волны. Скорость рас-
пространения волнового фронта. Уравнение плоской бегущей волны. Длина 
волны, волновое число. Волновое уравнение. Плотность  потока энергии (век-
тор Умова). Интенсивность  волны. 

 Стоячие волны. Уравнение стоячей волны. Узлы и пучности стоячей  
волны. Собственные  колебания стержней и струн. Звуковые волны. Высота, 
тембр, громкость звука. Эффект Доплера. Ультразвук. Ударные волны. 

 Электромагнитные  волны. Уравнение плоской электромагнитной  вол-
ны. Волновое уравнение. Фазовая скорость электромагнитных  волн. Вектор 
Умова – Пойнтинга. Источники электромагнитных  волн. Шкала электромаг-
нитных волн. 

 Волновая оптика. Геометрическая  оптика. Закон отражения и прелом-
ления света. Полное отражение света. Преломление света в призме. Формула 
линзы. Построение изображения в линзах. 

 Интерференция волн. Когерентность волн. Методы получения когерент- 
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ных источников света и наблюдения интерференции . Общие условия интерфе-
ренционных максимумов  и минимумов света двух когерентных волн. 
Интерференционные   полосы от двух щелей на плоском экране (метод Юнга). 
Интерференция в тонких пленках. Полосы равного наклона. Полосы равной 
толщины. Кольца Ньютона. Просветление  оптики. Интерферометры .  

 Дифракция света. Принцип Гюйгенса-Френеля. Дифракция Френеля. 
Метод зон Френеля. Дифракция на круглом отверстии и диске. Дифракция 
Фраунгофера на щели и на дифракционной решетке. Спектральное разложение. 
Разрешающая способность спектральных приборов. 

 Дифракция рентгеновских лучей. Формула Вульфа-Брэгга. 
 Поляризация света. Естественный  и поляризованный  свет. Поляризато-

ры. Закон Малюса. Поляризация света при отражении и преломлении света. 
Закон Брюстера. Поляризация света при двойном лучепреломлении . Поляриза-
ционные призмы и поляроиды. Искусственная  оптическая анизотропия. Эффект 
Керра. Оптическая  активность. Вращение плоскости поляризации . Эффект Фа-
радея. 

 Взаимодействие  электромагнитных  волн с веществом. Дисперсия све-
та. Нормальная и аномальная дисперсия . Элементарная электронная теория 
дисперсии. Поглощение света. Закон Бугера. Рассеяние света.  
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Колебания и волны. Волновая оптика 

Данный раздел предполагает краткое изложение вопросов теоретического  
курса, которые необходимы для решения задач, приведенных в конце настоя-
щего пособия. 

 
1. Механические колебания 

 
Колебаниями называются  повторяющиеся  процессы. С колебательными  

процессами мы встречаемся повсюду. Радиотехника, электротехника  перемен-
ных токов и некоторые другие отрасли техники целиком основаны на 
использовании колебательных процессов. Физическая сущность тех процессов, 
в которых имеют место колебания, различна: например, колебания железнодо-
рожного моста и колебания тока в электрическом контуре - совершенно 
различные явления. Но при всем разнообразии колебаний имеются общие зако-
ны, которым они подчиняются. Это позволяет использовать единый подход к 
изучению колебательных процессов различной физической природы.  

В зависимости от физической природы повторяющегося процесса разли-
чают механические и электромагнитные  колебания. В свою очередь каждые из 
данных колебаний можно классифицировать  в зависимости  от характера воз-
действия на колебательную систему: на  свободные, или собственные, и  
вынужденные колебания. 

Свободными, или собственными , называются такие колебания, которые 
происходят в системе, предоставленной самой себе, после того как она была 
выведена из положения равновесия.  

Вынужденные колебания происходят под действием внешних периодиче-
ских сил. 

Простейшим примером собственных  колебаний является колебания груза 
на пружине. 

 

Пружинный маятник 

Рассмотрим груз массой m, связанный с упругой невесомой пружиной с 
коэффициентом упругости k (рис.1.1). Считаем, что груз находится  на идеально 
гладкой горизонтальной поверхности, т.е. между грузом и поверхностью при 
движении трение отсутствует.  

Если пружину, находящуюся в недеформированном  состоянии, растянуть 
(или сжать) на малую величину х, то возникнет сила F, стремящаяся  вернуть 
груз в положение  равновесия. Смещение груза относительно положения равно-
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весия в любой момент времени можно 
характеризовать одной величиной – 
координатой х. 

При небольших растяжениях 
справедлив закон Гука – значение уп-
ругой силы пропорционально  
изменению длины пружины х: 

Рис.1.1. Пружинный маятник                     
                Fkx=− .                                                    (1.1) 

Знак минус показывает, что сила всегда направлена в сторону положения 
равновесия, т.е. сила F является возвращающей силой.  

Будем рассматривать  идеализированную  колебательную систему, в кото-
рой отсутствуют силы трения, сопротивления, т.е. считаем, что на груз 
действует только упругая сила (1.1).  

По второму закону Ньютона составим уравнение движения груза на пру-
жине: произведение  массы на ускорение равно результирующей силе, 
действующей на тело  

                   maF= .                                                       (1.2) 
Ускорение а представляет  собой вторую производную координаты х по 

времени t:           2

2

dt
xda = .  

В нашем случае результирующая  сила F является силой упругости, дейст-
вующей на груз со стороны пружины. Согласно уравнению (1.2), получим 

 kx
dt

xdm −=2

2

  или   02

2

=+ kx
dt

xdm . 

Разделив последнее выражение на m, найдем уравнение движения в виде: 

   02
02

2

=+ x
dt

xd
ω ,                                           (1.3) 

где                                                              0
k
m

ω = .                                                (1.4) 

Уравнение (1.3) называется дифференциальным  уравнением собственных  
колебаний пружинного маятника. 

В математических  курсах доказывается , что решением дифференциально-
го уравнения (1.3) является функция синус или косинус: 

( )cosxt ωα=Α+                                            (1.5) 
или     ( )0()sinxtt ωα=Α+ ,                                       (1.6) 

x = 0
x
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t

x
A+

A−

T

где А и α произвольные постоянные, величина ω0 определяется параметрами 
системы коэффициентом упругости k и массой груза m по формуле (1.4), смысл 
которой будет ясен ниже. 

В справедливости  данного утверждения можно убедиться непосредствен-
но подстановкой формул (1.5) и (1.6) в уравнение (1.3). 

Такие собственные колебания, при которых физическая величина изменя-
ется по закону синуса или косинуса, называются гармоническими колебаниями. 

Характеристики  гармонических  колебаний 

 Выберем в качестве закона изменения смещения ()xt  груза относительно 
положения равновесия функцию косинуса (1.5). График функции (1.5) показан 
на рис.1.2. По горизонтальной оси ( ось абсцисс) отложено время t, по верти-
кальной оси ( ось ординат) – смещение х. Так как косинус изменяется  в 
пределах от –1 до +1, то значения х находятся в пределах от –А до +А. Следова-
тельно, величина А представляет собой наибольшее  отклонение колеблющейся  
величины х от равновесия и называется  амплитудой колебаний. 

Величина 0() tωα + , стоящая под знаком тригонометрической  функции, 
называется фазой колебания. Фаза колебания характеризует  положение колеб-
лющейся величины х в данный момент времени и в системе СИ выражается в 

радианах. Значение фазы в начальный  мо-
мент времени ( t = 0) равно α, и называется 
начальной фазой. Значение начальной фазы 
определяется выбором начала отсчета време-
ни. 

Время, за которое система совершает 
одно полное колебание, называется периодом 
Т. Из определения  величины Т следует, что 
период равен отношению времени t к числу  

Рис.1.2. График гармонических           колебаний N:  tT
N

= . 

колебаний                                 
                                                    Обратная величина, равная числу колебаний 

N, совершаемых в единицу времени, называется  частотой колебаний v: Nv
t

= .  

В системе СИ частота измеряется  в герцах (Гц). Один герц - это частота 
колебания, при которой за одну секунду совершается одно колебание. 

Частота и период связаны между собой соотношением :  

                 1v
T

= .                                                        (1.7) 
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Поскольку косинус, повторяющаяся  функция с периодом π2 , то значения 
колеблющейся величины х будут иметь одно и то же значение, если фазы коле-
баний отличаются  на 2π . Следовательно , через время Т фаза колебаний 
увеличится на 2π : 

     00()2tTtωαωαπ++=++ .                                      (1.8) 
Из формулы (1.8) вытекает соотношение между периодом колебаний Т и 

величиной ω0: 

    0 2Tωπ⋅=  или  0
2 2 v
T
π

ωπ== .                                  (1.9) 

Таким образом, ω0 представляет собой число колебаний за 2π  секунд и 
называется циклической, или круговой, частотой. 

Из формулы (1.4), учитывая соотношения (1.9) и (1.7), можно получить 
выражение для частоты и периода пружинного маятника: 

1
2

kv
mπ

=  и 2 mT
k

π=  соответственно . 

 
Векторная диаграмма 
Удобным является представление гармонического колебания с использо-

ванием вращающегося  вектора. 
Пусть вектор длиной А равномерно вращается в координатной плоскости 

против часовой стрелки вокруг точки О и полный оборот совершает за время, 
равное T. Угловая скорость вращения вектора 0ω  

будет равна 0
2
T
π

ω = .  Предположим, что в началь-

ный момент времени t=0 вектор составляет с  
горизонтальной осью ОХ угол α . Это положение  
вектора обозначим за А0 ( рис.1.3). Очевидно, что 
проекция вектора А0 на горизонтальную ось ОХ бу-
дет равна cosαΑ . Угол между вращающимся  
вектором )(tА

r
 и осью ОХ в любой произвольный  

момент времени t будет равен 0() tωα + . Тогда про-
екция вектора )(tА

r
 на ось ОХ в момент времени t 

будет равна ( )0cos tωαΑ+ . 
Как видно, для отклонения от положения равновесия 
груза на пружине закон получается такой же, как и 

Рис.1.3. Векторная                   для проекции вектора, равномерно вращающегося в  
диаграмма                                 плоскости. Такое представление гармонического 
                                               колебания с помощью вращающегося вектора -  
называется векторной   диаграммой. 

о

)cos( 0 αω += tAx

t0ω

α

)cos(0 αAx =

A

0A

x

ω

y
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Таким образом, гармоническое колебание может быть изображено на диа-
грамме вращающимся  вектором А

r
, длина которого равна амплитуде колебания. 

Изображение вектора А
r

 в начальный момент времени происходит под углом α  
к горизонтальной оси ОХ, где величина угла α  равна начальной фазе колеба-
ния. 

На векторной диаграмме становится наглядным понятие фазы гармониче-
ского колебания. Фаза 0() tωα +  представляет собой угол, который вектор, 
изображающий данное  колебание, составляет  с осью ОХ. 

 
Скорость и ускорение гармонических  колебаний 
Скорость движения груза есть производная  координаты (1.5) по времени: 

)sin()sin()( 000 αωυαωωυ +−=+Α−== tt
dt
dxt m ,     (1.10) 

где 0m Aυω=  - максимальная скорость, или амплитуда скорости. 

На основании тригонометрической  формулы sin()cos()
2
π

αα−=+  запи-

шем (1.10) в виде: 

000()sin()cos()
2mttt π

υωωαυωα=−Α+=++ .                     (1.11) 

Из сравнения формул (1.5) и (1.11) следует, что фаза скорости больше фа-
зы смещения на 

2
π , т.е. скорость опережает по фазе смещение  на 

2
π , т.е. по 

времени на четверть периода.  
Взяв  производную скорости (1.10) по времени, найдем ускорение: 

2
000()cos()cos() m

dattat
dt
υ

ωωαωα==−Α+=−+ ,                  (1.12) 

где 2
0maA ω=  - максимальное ускорение, или амплитуда ускорения. 

Учитывая тригонометрическую  формулу    cos()cos()ααπ−=+ , запишем 
(1.12) в виде: 

  2
000()cos()cos() mattat ωωαωαπ=−Α+=++ .                     (1.13) 

Из сравнения (1.5) и (1.13) следует, что фаза ускорения больше фазы сме-
щения на π , т.е. ускорение опережает по фазе смещение на π , т.е. по времени 
на половину периода. Про такие величины говорят, что они изменяются в про-
тивофазе. 

Заменяя в формуле (1.12) ( )0cos tωαΑ+  через х, получаем: 

        2
0ax ω=− .                                                  (1.14) 
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Формула (1.14) показывает, что ускорение колеблющейся точки прямо 
пропорционально смещению и всегда направлено ему навстречу.  

Изменение со временем скорости ()tυ  (1.11), ускорения ()а t  (1.13) и сме-
щения ()xt  (1.5) колеблющейся точки можно наглядно показать с помощью 
векторной диаграммы (рис.1.4).  

Гармоническое колебание смещения 
()xt  (1.5) на векторной диаграмме изобража-
ется вектором А

r
, длина которого равна 

амплитуде колебания А. Вектор А
r

 составля-
ет угол α с горизонтальной осью  
ОХ. Колебание скорости ()tυ  (1.11) изобра-
жается вектором  υ

r , длина которого 
Рис.1.4. Изображение на векторной    равна 0m Aυω= . Вектор υ

r  составляет угол 

диаграмме колебаний смещения,       ()
2
π

α +  с горизонтальной осью ОХ. 

скорости и ускорения   Колебание ускорения ()а t  (1.13) изобража-
ется вектором аr , длина которого равна 2

0maA ω= . Вектор аr составляет угол 
()απ+  с горизонтальной осью ОХ. 

 

Энергетические характеристики  колебательного  движения  

Кинетическую энергию kW тела, совершающего гармонические  колебания, 

определим по известной формуле 
2

2k
mW υ

= . Подставив сюда выражение (1.10), 

получим закон изменения  кинетической  энергии со временем:  

    
2222

22 0
00sin()sin()

222
m

k
mmmAWtt υυω

ωαωα==+=+ .           (1.15) 

Поскольку гармонические  колебания совершаются под действием упругой 
силы (1.1), то потенциальную энергию колебательного  движения пW определим 

по формуле потенциальной  энергии упругой деформации 
2

2п
kxW = . Подставив 

в нее выражение (1.5), получим закон изменения потенциальной энергии со 
временем:  

             
22

2
0cos()

22п
kxkAWt ωα==+ .                              (1.16) 

Из формулы (1.4) выразим коэффициент  упругости 2
0km ω=  и подставим в 

формулу (1.16): 

       
22

20
0cos()

2п
mAWt ω

ωα=+ .                               (1.17) 

ma

A

xα
2
π

π

mυ

о
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Складывая два выражения (1.15) и (1.17), получим полную энергию полW  
колебательного движения: 

222222
22000

00sin()cos()
222пол k п

mAmAmAWWWtt ωωω
ωαωα=+=+++= .   (1.18) 

Из полученного результата следует, что полная энергия тела, совершаю-
щего гармонические  колебания под действием  упругой силы и при отсутствии 
трения, все время остается постоянной. Полная энергия прямо пропорциональ-
на квадрату амплитуды и квадрату циклической частоты. 

Используя тригонометрические  формулы приведения 
2 1cos(1cos2)

2
αα=+  и 2 1sin(1cos2)

2
αα=− , выражение для кинетической  

энергии (1.15) и потенциальной энергии (1.17) можно записать в виде: 

                   
2222
00

0cos2()
44k

mAmAWt ωω
ωα=−+ ,                  (1.19) 

        
222
00

0cos2()
44п

mAmWt ωω
ωα=++ .                   (1.20) 

Из формул (1.19) и (1.20) видно, что кинетическая  и потенциальная энер-
гии в процессе колебаний  изменяются  с двойной частотой 2ω0 колебательной 

системы около одного и того же среднего значения  
22
0

4
mAω . Причем колебания 

kW  и пW  происходят  в противофазе друг другу. Когда  кинетическая  энергия 
достигает  максимальной величины, потенциальная энергия  обращается в нуль, 
и  наоборот, когда потенциальная  энергия максимальна, кинетическая  - равна  
нулю.  

Из выражений (1.16) и (1.17) следует, что максимальные значения кинети-
ческой махКW  и потенциальной энергии махПW  одинаковы: 

       
22
0

2махКмахП
mAWW ω

== .                                   (1.21) 

В положении равновесия, когда маятник  покоится, его полная энергия 
равна нулю. Для возникновения колебания телу необходимо сообщить энер-
гию. Если сместить из положения равновесия и отпустить, то маятник будет 
обладать потенциальной   энергией. Другой способ возникновения  колебания - 
сообщить ему кинетическую энергию посредством удара, толчка. В результате  
колебательного движения потенциальная  энергия будет переходить в  кинети-
ческую энергию, и наоборот. Эти переходы энергий осуществляются  так, что 
их сумма остается  неизменной, как это следует  из выражения (1.18). 
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Математический маятник  

Математическим  маятником называется  тело точечной массы m, под-
вешенное на невесомой  нерастяжимой нити длиной l (рис.1.5). Данная 
идеализированная модель является хорошим приближением системы (например 
шарик, подвешенный на нити), в которой размерами тела можно пренебречь. 

На шарик  действуют две силы: сила  тяжести mgr , 
направленная вертикально вниз, и сила упругости 

упрF
r

, направленная вдоль нити.  
В положении равновесия сила тяжести mgr  

уравновешивается  силой натяжения  нити упрF
r

. При 
отклонении маятника из положения равновесия на 
некоторый угол φ, результирующая сил mgr  и упрF

r
 

уже не будет равна нулю, и будет служить возвра- 
щающей силой.  

Для того чтобы вычислить возвращающую си-
лу, разложим силу тяжести на две составляющие: 
нормальную cosmg ϕ⋅ , направленную вдоль нити, и 

Рис.1.5. Математический      тангенциальную  sinmg ϕ⋅ , направленную  
                маятник                    перпендикулярно  нити по касательной к траектории   
шарика. 

  Нормальная составляющая силы тяжести уравновешивает силу упругости 
упрF

r
. Следовательно, возвращающей  силой является тангенциальная состав-

ляющая силы тяжести. В соответствии со вторым законом Ньютона (1.2) 
запишем:  

           ϕsin2

2

mg
dt

xdm −= .                                         (1.22) 

Знак «минус» в этой формуле означает, что тангенциальная составляющая 
направлена в сторону, противоположную  отклонению  маятника.  

Уравнение (1.22) имеет простое решение только при малых углах φ, когда 
sinϕ≈ϕ (угол ϕ измеряется  в радианах). Это условие реализуется, если смеще-
ние x мало по сравнению с длиной нити l. 

Для малых углов уравнение (1.22) преобразуется: 

                ϕg
dt

xd
−=2

2

.                                                (1.23) 

Смещение маятника от положения равновесия можно характеризовать как 
углом φ, так и  величиной x, отсчитанной по дуге окружности радиуса l. Они 
связаны между собой:  φ = x / l. Подставив эту формулу в выражение (1.23), по-
лучаем дифференциальное  уравнение колебания математического  маятника: 

ϕ

упрF
r

F
r

gmr
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        x
l
g

dt
xd

−=2

2

 или  02

2

=+ x
l
g

dt
xd

.                                  (1.24) 

Уравнение (1.24) можно привести  к форме (1.3) 02
02

2

=+ x
dt

xd
ω , которое опи-

сывает колебательный процесс, изменяющийся по гармоническому закону,  
где ω0 - циклическая частота математического маятника. Значение циклической  
частоты определяется выражением 

                   0
g
l

ω = .                                                        (1.25) 

Таким образом, малые колебания математического  маятника являются 
гармоническими колебаниями. Колебания математического  маятника считают-
ся малыми, если максимальный угол отклонения маятника не превышает 
величины примерно 7˚. 

Из вышеприведенных рассуждений  следует, что уравнения движения, 
описывающие колебания пружинного и математического  маятников, одинако-
вы, следовательно, имеют одинаковое решение (1.5). 

Из формулы (1.25), учитывая соотношения (1.9) и (1.7), можно получить 
выражение для частоты и периода математического маятника: 

1
2

gv
lπ

=  и 2 lT
g

π=  соответственно . 

Как следует из этих формул, частота и период математического  маятника 
зависят только от длины маятника и ускорения свободного падения и не зави-
сят от массы маятника. 

 
Физический маятник 
 Физический маятник – это тело, совершающее колебание под действием  

силы тяжести вокруг неподвижной  точки или оси, не проходящей  через центр 
масс С тела. Физический маятник отличается от математического маятника 
только распределением  масс. В данном случае массу тела нельзя представить в 
виде материальной  точки. 

В положении устойчивого равновесия центр масс C физического маятника 
находится ниже оси вращения О на вертикали, проходящей через ось (рис.1.6). 
При отклонении маятника на угол φ возникает  момент силы тяжести, стремя-
щийся возвратить маятник в положение равновесия. По определению момент 
силы относительно оси равен произведению силы на ее плечо. Плечом силы на-
зывается кратчайшее расстояние между осью и линией действия силы. В 
данном случае плечом силы тяжести является величина ϕsind , где d – расстоя-
ние между осью вращения и центром масс C. Тогда выражение для момента  
силы тяжести будет иметь  вид: 
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    ϕsinmgdM −= .                             (1.26) 
Знак «минус» в этой формуле означает, что мо-

мент сил стремится повернуть маятник в 
направлении, противоположном  его отклонению  из 
положения равновесия. 

Для составления уравнения движения восполь-
зуемся основным уравнением динамики 
вращательного движения: момент силы М относи-
тельно оси равен произведению  момента инерции 
тела I  относительно той же оси на его угловое уско-
рение ε : 

MI ε= .                                (1.27) 
Рис.1.6. Физический          

                        маятник                              
Угловым ускорением ε  называется вторая производная угла вращения ϕ  

по времени:  
2

2

d
dt

ϕε = .                                                      (1.28)  

Подставив формулы (1.26) и (1.28) в основное уравнение динамики враща-
тельного движения (1.27), получим: 

ϕ
ϕ sin2

2

mgd
dt
dI −= , или 

   0sin2

2

=+ ϕ
ϕ

I
mgd

dt
d

.                                          (1.29) 

Уравнение (1.29) для физического маятника подобно уравнению (1.22) для 
математического маятника. Оно имеет точное решение только при малых углах 
отклонения φ. В этом случае, ограничившись отклонением маятника на малые 
углы ϕ, такие, что sinϕ ≈ ϕ, уравнение (1.29) преобразуется: 

   
2

2 0dmgd
dtI

ϕ
ϕ+= .                                        (1.30) 

Уравнение (1.30) также можно свести  к форме (1.3). Для этого введем ве-
личину:  

                    0
mgd

I
ω = .                                             (1.31) 

Тогда получим уравнение, описывающее  гармонические  колебания физи-
ческого маятника: 

gmr

d

ϕsind

o

c

ϕ
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2

2
02 0d

dt
ϕ

ωϕ+= .                                             (1.32) 

Решением (1.32) является закон (1.5) ( )0()cos mttϕϕωα=+ , где mϕ  - мак-
симальный угол отклонения  маятника. 

Величина, определяемая формулой (1.31), представляет собой цикличе-
скую частоту физического маятника. 

Определив циклическую частоту (1.31) из соотношений (1.9) и (1.7), полу-
чим выражения для частоты и периода физического маятника : 

1
2

mgdv
Iπ

=  и 2 IT
mgd

π=  соответственно . 

Следует отметить, что в формулу для циклической частоты физического  
маятника (1.31), а также для частоты и периода, входит момент инерции тела I  
относительно оси вращения О. Когда маятник представляет собой тело пра-
вильной геометрической  формы, то его момент инерции относительно  оси C, 
проходящей через центр масс I с, является известной величиной. Тогда момент 
инерции тела I  относительно оси вращения О можно определить по теореме 
Штейнера: 2

cIImd=+ , где d – расстояние между осями О и C. 
Математический  маятник можно рассматривать  как частный случай физи-

ческого маятника, вся масса которого сосредоточена в одной точке. Поэтому 
все вышеприведенные  рассуждения составления  уравнения движения на основе 
уравнения динамики вращательного  движения будут справедливы и для мате-
матического маятника. Для малых колебаний математического  маятника в 
уравнении (1.30) момента  инерции I определится  по формуле момента инерции 
материальной точки: 

2Iml= ,                                    (1.33) 

где l – расстояние материальной  точки до оси вращения, равное длине нити. 
Подставив формулу (1.33) в уравнение (1.30) и заменив в нем d на l, получим: 

      022

2

=+ ϕ
ϕ

ml
mgl

dt
d

, или 02

2

=+ ϕ
ϕ

l
g

dt
d

.                              (1.34) 

Уравнение (1.34), записанное для угла φ, подобно уравнению (1.24) для 
смещения х математического маятника. 

 
 
 
 
 
Сложение гармонических  колебаний одинакового направления  и оди-

наковой частоты 
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Рассмотрим сложение двух гармонических колебаний одинакового на-
правления, одинаковой частоты с заданными амплитудами  и начальными 
фазами: 

    ( )111 cosxt ωα=Α+  и ( )222 cosxt ωα=Α+ .                (1.35) 

Требуется определить, какой вид движения будет являться результатом 
сложения данных колебаний. 

Представим оба колебания с помощью векторной диаграммы ( рис.1.7). 
Первое колебание на диаграмме изобразится вектором 1А

r
, направленным под 

углом 1α  к горизонтальной оси ОХ. Второе - вектором 2А
r

, который образует 
угол 2α  с горизонтальной осью. 

xo
1x 2x
1α

α
2α

2A

1A

A

)( 12 αα −

c

β

x

y

 
Рис.1.7. Сложение двух гармонических колебаний одинакового направления, 
одинаковой частоты с помощью векторной диаграммы 

 
Построим по правилу сложения векторов результирующий  вектор 

12ААА=+
rrr

. Из рисунка видно, что проекция результирующего вектора на ось 
ОХ равна сумме проекций слагаемых векторов: 12xxx=+ . 

  Так как складываемые колебания имеют одинаковую частоту, то изобра-
жающие их  вектора на диаграмме вращаются с одинаковой угловой скоростью, 
и угол между ними, равный разности фаз колебаний 12 αα − , остается неизмен-
ным. Тогда результирующий  вектор А

r
 тоже будет вращаться с той же угловой 

скоростью. Следовательно, сумма проекций векторов 1А
r

 и 2А
r

 в любой момент 
времени будет равна проекции результирующего  вектора на ось ОХ и вектор А

r
 

представляет на диаграмме  результирующее колебание.      
Таким образом,  при сложении двух гармонических колебаний одинаково-

го направления  и одинаковой частоты получается  гармоническое колебание  
той же частоты ( )cosxt ωα=Α+ . 
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Значения амплитуды А и начальной фазы α непосредственно  могут быть 
найдено из геометрических  изображений  (рис.1.7) по заданным значениям ам-
плитуд 1А , 2А  и начальных фаз 1α , 2α . 

Амплитуду результирующего  колебания А можно найти, например, по 
теореме косинусов из треугольника ОАА1: 

  βcos2 21
2
2

2
1

2 AAAAA −+= .                                    (1.36) 

Косинус противолежащего  стороне ОА угла β  равен: 

      2121coscos(())cos()βπαααα=−−=−− .                         (1.37) 

Тогда квадрат амплитуды результирующего  колебания определится: 

 222
121221 2cos()AAAAA αα=++− .                          (1.38) 

Тангенс угла α , определяющего начальную фазу результирующего  коле-
бания, равен отношению противолежащего  катета АС к прилежащему катету 
ОС прямоугольного  треугольника  ОАС: 

AC
tg

OC
α = .                                               (1.39) 

Из рисунка видно, что сторона АС  равна сумме проекций векторов 1А
r

 и 

2А
r

 на ось OY: 1122sinsinАС AA αα=+ .  

А сторона ОС  равна сумме проекций  векторов 1А
r

 и 2А
r

 на ось OХ: 

1122coscosАС AA αα=+ . Подставляя значения катетов в формулу (1.39), полу-
чим окончательное  выражение тангенса начальной фазы результирующего  
колебания: 

                         1122

1122

sinsin
coscos

AAtg
AA

αα
α

αα
+

=
+

.                                 (1.40) 

Таким образом, задачу сложения двух гармонических колебаний одинако-
вого направления одинаковой частоты можно решить с помощью 
геометрического построения. Изобразив каждое гармоническое колебание на 
векторной диаграмме, и сложив эти вектора, мы получим амплитуду А и на-
чальную фазу α  результирующего  колебания. Метод векторных диаграмм 
удобен, особенно в тех случаях, когда необходимо сложить несколько колеба-
ний и аналитический расчет становится  довольно громоздким.  

Как видно из формулы (1.38) значение квадрата амплитуды результирую-
щего колебания 2А   зависит  от разности фаз   колебаний 21αα− . Значение 
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амплитуды результирующего  колебания меняется в пределах 12АА−  ≤ А≤ 

21 АА + .  
Минимальная  амплитуда 21 ААА −=  соответствует , когда колебания про-

исходят в противофазе . На векторной диаграмме  вектора 1А
r

 и 2А
r

 при разности 
фаз παα =− 12  направлены  противоположно  друг другу (рис.1.8,б). 

 
 
 
 
 
 
 

 
а)                                                             б) 

Рис.1.8. Сложение двух гармонических колебаний одинакового направления, 
одинаковой частоты, находящихся в одинаковой фазе (а);  в противофазе (б) 

 
Максимальное  значение амплитуды получается, когда колебания совер-

шаются в одинаковой фазе. При 012 =−αα  вектора 1А
r

 и 2А
r

 сонаправлены. 
Очевидно, что значение амплитуды просто равно сумме длин векторов 1А

r
 и 2А

r
, 

т.е. 12ААА=+  (рис.1.8,а). Этот результат получается и из векторной диаграм-
мы, и из формулы (1.38).     

 
Сложение колебаний с близкими частотами. Биения 
Если частоты двух гармонических колебаний очень близки друг другу, то 

сложение их за некоторый небольшой промежуток времени происходит почти 
так же, как и в случае одинаковых частот. 

Для простоты предположим, амплитуды колебаний равны, а их начальные 
фазы равны нулю: 1 cosxt ω=Α  и 2 cos()xt ωω=Α+∆ .  

Частота второго колебания ωω+∆ больше частоты первого на величину 
намного меньшую самой частоты ω  ( ωω∆<< ).  

В начальный момент времени фазы колебаний практически равны. В этом 
случае суммарное колебание будет происходить с удвоенной амплитудой. 
Вследствие того, что второе колебание происходит несколько быстрее, фазы 
колебаний начнут постепенно расходиться, и через некоторый промежуток 
времени разойдутся на величину π. В этот момент колебания совершаются в 
противофазе и амплитуда суммарного колебания равна нулю. Затем снова фазы 
достигнут совпадения  (при разности фаз, равной 2π), а амплитуда станет удво-
енной и т.д. Колебание носит пульсирующий  характер. Такое периодическое 

α
x

A

1A
2A

α
x

1A

2A

A
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изменение амплитуды при сложении колебаний с близкими частотами называ-
ется биениями. 

Найдем результирующее  смещение суммарного колебания: 

12 coscos()(coscos())xxxAtAtAtt ωωωωωω=+=++∆=⋅++∆ . 

Воспользуемся тригонометрической  формулой суммы двух косинусов 

coscos2coscos
22

αβαβ
αβ

+−
+=⋅ , получим: 

(coscos())2cos()cos()
22

xAttAtt ωωωωωω ∆∆=⋅++∆=⋅+ . 

В аргументе второго косинуса величина 
2
ω∆  намного меньше ω, поэтому 

ею можно пренебречь. Выражение для суммарного колебания примет  вид: 

                 2cos()cos()
2

xAtt ω
ω

∆
=⋅ .                                  (1.41) 

Как видно из формулы (1.41), результирующее  колебание не является гар-
моническим, а представляет собой произведение двух колебаний. Однако при 
условии малости разности частот его можно рассматривать  как гармоническое с 
частотой ω , с медленно меняющейся  амплитудой: 

     2cos()
2

At ω∆
⋅ .                                               (1.42) 

Так как под амплитудой понимается  максимальное смещение от положе-
ния равновесия, то необходимо формулу 
(1.42) брать по модулю. Модуль выраже-
ния (1.42) будет изменяться в 2 раза 
быстрее, чем сама функция. Следова-
тельно, частота биений равна разности 
складываемых частот. Характер зависи-
мости (1.41) изображен на рис.1.9. 
Штриховой линией показана изменяю-
щаяся амплитуда. 

Рис.1.9. Биения                                            
Результат сложения двух гармонических   колебаний с близкими часто-

тами можно качественно пояснить  с помощью векторной диаграммы. Оба
 колебания на диаграмме изобразятся векторами, только теперь они вращаются 
с различными угловыми скоростями. Так как второе колебание имеет большую 
частоту, то и вектор, изображающий  данное  колебание, будет иметь большую 
угловую скорость. Относительно первого вектора второй вектор будет вра-

t

x

A

A−
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щаться с постоянной угловой скоростью ω∆ . Через одинаковый промежуток 
времени вектора будут расположены противоположно  друг другу (рис.1.8,б), и 
через такой же промежуток времени они будут сонаправлены  (рис.1.8,а). Пер-
вое положение соответствует минимальной результирующей  амплитуде (в слу-
чае равенства амплитуд колебаний результирующая амплитуда равна нулю). 
Второе положение соответствует максимальному значению результирующей  
амплитуды (при 12ААА==  она равна 2А). 

 
Сложение взаимно перпендикулярных  колебаний 
 Пусть материальная  точка одновременно  совершает колебания в двух 

взаимно перпендикулярных  направлениях  вдоль осей x и y с одинаковой часто-
той ω , но с различными амплитудами  А и В и начальными фазами 1α и 2α : 

1cos()х At ωα=+ , 2cos()у Bt ωα=+ .               (1.43) 

Результат сложения определяется   разностью фаз колебаний.  Рассмотрим 
некоторые частные случаи сложения этих колебаний. 

1. Разность фаз двух колебаний равна нулю: 21 0αα−= , или 21ααα== .  
Тогда уравнения (1.43) имеют вид: cos()х At ωα=+ , cos()у Bt ωα=+ .  

Разделив одно на другое, получаем: By х
A

= . 

Это уравнение прямой, проходящей в первой и третьей четверти через на-
чало координат  и образующей с осью х0  угол α , тангенс которого  равен 
отношению амплитуд В/А (рис.1.10,а). 

а)                                                               б) 
Рис.1.10. Сложение двух взаимно перпендикулярных гармонических колебаний оди-
наковой частоты: разность фаз колебаний равна нулю (а); разность фаз равна π (б) 

 
2. Разность фаз двух колебаний равна π: 21ααπ−= , или 21ααπ=+ . 
Уравнения (1.43) принимают вид: 

1cos()х At ωα=+ , 11cos()cos()у BtBt ωαπωα=++=−+ . 

Поделив  одно на другое, получаем:  Вух
А

=− . 

 

y

x

a

a

b
b

y

x
b

a

a
b
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Это уравнение прямой, проходящей во второй и четвертой четвертях через 
начало координат и образующей с осью х0  угол α , тангенс которого равен 

А
В−  (рис.1.10,б). 

3. Разность фаз двух колебаний равна 21 2
π

αα−= . 

Тогда уравнения (1.43) можно записать в следующем виде: 

1cos()x t
A

ωα=+ ,   11cos()sin()
2

y tt
B

π
ωαωα=++=+ . 

Возведем в квадрат почленно левые и правые  части этих уравнений и 
сложим их:   

22
22

1122 sin()cos()1xy tt
AB

ωαωα+=+++= . 

 Это уравнение эллипса, оси которого совпадают  с осями координат, а его 
полуоси равны соответствующим  амплитудам (рис.1.11,а). 
Если частоты взаимно перпендикулярных  колебаний не одинаковы, то траекто-
рия результирующего колебания имеет вид сложных кривых, называемых  
фигурами Лиссажу. Форма кривых зависит от соотношения амплитуд, частот и 
разности фаз складываемых  колебаний. На рис 1.11,б показана траектория при 
соотношении частот колебаний вдоль оси х и y 1:2 и разности фаз π/2. 

 

а)                                                                        б) 
Рис.1.11. Результат сложения двух взаимно перпендикулярных гармонических 
колебаний с разностью фаз равной π/2 одинаковой частоты (а); при соотношении 
частот колебаний вдоль оси х и y 1:2 (б) 
 
Затухающие колебания 
Рассмотренные свободные колебания маятника, совершающиеся под дей-

ствием силы упругости (1.1), являются гармоническими  только в том случае, 
если пренебрегается  действием сил трения, сопротивления.  

y

b
a0

2
πα −=

2
πα =

x

y

x
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Колебательные системы, в которых отсутствуют силы трения, не обладают  
потерями энергии. Такие системы называются консервативными . Это есть не-
которая идеализация колебательного процесса.  

Опыт показывает, что в реальных колебательных  системах всегда дейст-
вуют силы сопротивления. Такие силы совершают отрицательную работу, тем 
самым, уменьшая энергию системы. С течением времени амплитуда колебаний 
уменьшается, и, в конце концов, колебательный  процесс прекращается . Систе-
мы, в которых энергия рассеивается , называются неконсервативными . 

  При небольших скоростях движения маятника можно считать силу тре-
ния трF  прямо пропорциональной  скорости υ  и направленной против 
движения:  

         трFr υ=− ,                                                  (1.44) 
r – коэффициент  сопротивления. 

По второму закону Ньютона сумма сил упругости (1.1) и трения (1.44) 
должна быть равна в любой момент времени произведению массы тела на его 
ускорение:  

              makxr υ=−− .                                            (1.45) 
Учитывая что, скорость представляет собой первую производную коорди-

наты х по времени t ( dt
dx

=υ ), а ускорение вторую производную по времени 

(
2

2

dxa
dt

= ), уравнение (1.45) примет вид: 

2

2 0dxdxmrkx
dtdt

++= .                                      (1.46) 

Полученное таким образом уравнение свободных колебаний маятника при 

наличии трения отличается от уравнения (1.2) добавкой члена 
dt
dxr . 

Коэффициенты r, m и k являются параметрами  системы. Разделим выра-

жение (1.46) на m и введем обозначения:    2
0

k
m

ω= , 2r
m

β= . 

Тогда уравнение (1.46) примет вид: 
2

2
02 20dxdx x

dtdt
βω++= .                                    (1.47) 

Уравнение (1.47) называется дифференциальным  уравнением собственных  
затухающих колебаний. Решением дифференциального  уравнения (1.47) явля-
ется функция: 

     ( )0()cos txtet β ωα−=Α+ ,                           (1.48) 
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где 22
0ωωβ=− .                                                                                                   (1.49)  

В формуле (1.49) ω  - циклическая частота свободных колебаний в системе 
с трением; ω0 - циклическая частота свободных колебаний в системе без трения 
(собственная циклическая частота системы); β  - называется коэффициентом 
затухания.  

В справедливости  данного утверждения можно убедиться непосредствен-
но подстановкой формулы (1.48) в уравнение (1.47). Решение (1.48) для 
затухающих колебаний аналогичное уравнению гармонических колебаний 
(1.5), с той лишь разницей, что  в него входит множитель, убывающий со вре-
менем te β− . Уравнение (1.48) можно свести к форме (1.5) ( )cosxt ωα=Α+ , 
положив в качестве амплитуды колебаний величину, убывающую по экспонен-
циальному закону: 

        0
tAAe β−= ,                                                  (1.50) 

где  А0 – начальная амплитуда ( значение амплитуды в начальный момент вре-
мени t=0). 

Необходимо отметить, что функция (1.48), описывающая затухающий ко-
лебательный  процесс, является решением дифференциального  уравнения (1.47) 
только в случае, когда ω , определяемая формулой (1.49), является положитель-
ной величиной, т.е. 22

0ωβ> . Формула (1.49) указывает на то, что свободные 
колебания при наличии затухания происходят с меньшей частотой, чем колеба-
ния такой же системы без трения. Увеличивая трения, мы будем получать все 
более медленные колебания. При достаточно большом трении, которое можно 
осуществить, например помещая систему в жидкость с большой вязкостью, ко-
лебания вовсе не возникнут.  

Рис.1.12. График затухающих колебаний 
 
Система, выведенная из положения равновесия, будет медленно возвра-

щаться в исходное  состояние. При условии равенства 0ωβ=  период 

x

t

Т

0A

nA
1+nA
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затухающих колебаний 2T π
ω

=  стремится к бесконечности, а частота ω к нулю. 

Таким образом, при  условии 22
0ωβ≤  колебательного  процесса  не будет.  

График зависимости  смещения )(tx  маятника относительно положения 
равновесия от времени t  приведен на рис. 1.12. Убывающая амплитуда показа-
на на рисунке штриховыми линиями. 

Период затухающих колебаний T определим как промежуток времени ме-
жду двумя последующими  максимумами  или минимумами функции ()xt :  

22
0

22T ππ
ω ωβ

==
−

.  

  

Характеристики  затухающих колебаний 

Коэффициент затухания β  для механических  колебательных систем  

связан с коэффициентом  сопротивления  r  и массой тела m:  

      
2
r
m

β =  .                                                     (1.51) 

Для оценки величины  затухания используется промежуток времени τ , в 
течение которого амплитуда уменьшается в е раз. Из формулы (1.49) следует, 

что при времени t τ= , отношение 1

0

A ee
A

βτ−−== , откуда 1βτ =  и 1
β

τ
= . Сле-

довательно, коэффициент затухания β  есть обратная величина промежутку  
времени τ , в течение которого амплитуда  уменьшается в е раз. 

Обозначим через nA  и 1nA +  значения амплитуд в двух последовательных  
максимумах в моменты времени nt  и 1nt + , причем 1nnttT+ =+ .  

Согласно (1.49) 1
10

nt
nAAe β +−

+ =⋅ 0
nt

nAAe β−=⋅ ,. 
Найдем их отношение: 

  
1

1

n

n

t
Tn

t
n

Ae e
Ae

β
β

β +

−

−
+

== .                                        (1.52) 

Это отношение называют декрементом затухания, а его логарифм - лога-
рифмическим декрементом затухания λ : 

     
1

ln n

n

A T
A

λβ
+

== .                                            (1.53) 

Формула (1.52) показывает, что отношение величины каждого максимума 
к последующему  одинаково и  равно декременту затухания, т.е. максимумы 
функции (1.47) образуют убывающую геометрическую  прогрессию. Несложно 
показать, что  логарифмический  декремент затухания λ  есть величина, об-
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ратная числу колебаний eN , по истечении которых амплитуда уменьшается в 

е раз: 1

eN
λ = . 

Для характеристики колебательных систем часто используется величина, 
называемая добротностью Q. Она определяется  следующим образом: 

        eQN π
π

λ
== .                                                   (1.54) 

Добротность тем больше, чем дольше длятся колебания. При малом зату-

хании 22
0ωβ>>  и 

0

2T π
ω

≈  добротность Q будет равна: 

           0

2
Q

T
ππω
λββ

==≈ .                                                (1.55) 

Для гармонических колебаний было установлено, что полная энергия сис-
темы прямо пропорциональна квадрату амплитуды W ~А2 ( см. (1.18)). В 
соответствии с этой зависимостью и формулой (1.49)  энергия системы при за-
тухающих колебаниях будет убывать со временем по закону: 

      
2

0
tWWe β−= ,                                                     (1.56) 

где 0W - значение энергии в начальный момент времени t=0. 
  
Вынужденные колебания 
До сих пор мы рассматривали  свободные колебания, которые происходят   

под действием только внутренних сил (силы упругости, трения). Роль внешних 
сил заключалась в том, чтобы сообщить системе в начальный момент времени 
запас энергии, и далее внешние силы прекращали свое действие. 

Рассмотрим теперь случай, когда на систему действует внешняя периоди-
ческая  сила. Колебания, которые будут происходить под действием внешней 
периодической силы, называются  вынужденными колебаниями . 

Пусть внешняя периодическая  сила, действующая на систему, изменяется 
по закону косинуса:  

              0 cosFFt ω= ,                                                         (1.57) 
где 0F - амплитуда внешней силы, ω – ее циклическая частота. 

Кроме  внешней периодической  силы в колебательной системе также дей-
ствуют силы  упругости ( kx− ) и силы трения ( rυ− ).  

По второму закону Ньютона сумма всех сил равна в любой момент време-
ни произведению  массы тела на его ускорение:  

                        0 cosmakxrFt υω=−−+ .                                          (1.58) 
Оставляя в правой части лишь силу 0 cosFFt ω= , и определяя скорость и 

ускорение как первую и вторую производную, соответственно , координаты х по 
времени t, получим уравнения (1.58) в следующем виде: 
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2

02 cosdxdxmrkxFt
dtdt

ω++= .                                     (1.59) 

Разделим выражение (1.59) на массу m и введем обозначения:    
2
0

k
m

ω= , 2r
m

β= , 0
0

F f
m

= .  

Тогда уравнение (1.59) запишется: 

           
2

2
002 2cosdxdx xft

dtdt
βωω++= .                                        (1.60) 

Уравнение (1.60) называется дифференциальным  уравнением вынужден-
ных колебаний. 

Опыт показывает, что при длительном воздействии на колебательную сис-
тему внешней периодической  силы, она будет совершать гармонические  
колебания с частотой этой силы. Итак, установившиеся вынужденные  колеба-
ния происходят по закону: 

            ( )()cosxtt ωϕ=Α− ,                                                  61) 
ϕ  - представляет собой сдвиг фаз между внешней силой и смещением  х, т.е. 
изменения смещения х отстает по фазе от изменения силы 0 cosFt ω . 

В формуле (1.61) величины А и ϕ  остаются неопределенными. Для их на-

хождения подставим в уравнение (1.60) значения смещения х, скорости dx
dt

 и 

ускорения 
2

2

dx
dt

. Вычислим первую и вторую производные  координаты х по 

времени t, заданной уравнением (1.61): 

sin()dx t
dt

ωωϕ=−Α− ,  
2

2
2 cos()dx t

dt
ωωϕ=−Α− . 

Подставив данные формулы в уравнение (1.60), получим: 

tftAtAtA ωϕωωϕωωβϕωω cos)cos()sin(2)cos( 0
2
0

2 =−+−−−− .       (1.62) 

Решение уравнения (1.62) значительно упрощается, если можно отбросить 
второй член, соответствующий силе трения, т.е. предполагаем, что потерями 
энергии в системе можно пренебречь. 

22
00cos()cos()cosAtAtftωωϕωωϕω−−+−=           (1.63) 

Равенство (1.63) будет выполняться только для двух значений сдвига фаз 
ϕ , если 0ϕ =  и ϕπ= . 

В том случае, когда 0ϕ =  уравнение (1.63) примет вид: 22
00AAfωω−+= , 

откуда амплитуда смещения определится  
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0

0
2222
00

F
f mA

ωωωω
==

−−
.                                             (1.64) 

Так как амплитуда по определению положительная  величина, то формула 
(1.64) имеет смысл только для случая 22

0ωω> . Для того чтобы смысл амплиту-
ды не терялся для значений циклической  частоты 22

0ωω> , необходимо принять 
в уравнении (1.63) сдвиг фаз ϕπ= , а амплитуду определять модулем выраже-
ния (1.64). 

Таким образом, сдвиг фаз между внешней силой и смещением ϕ  в консер-
вативной колебательной  системе меняется скачком при значении циклической 
частоты внешней силы 0ωω=  от 0 до π . Когда значения циклической частоты 
внешней периодической  силы ω меньше циклической частоты ω0, то колебания 
происходят синфазно с изменением внешней силы. В том случае, когда 0ωω> , 
колебания в системе происходят в противофазе с колебаниями  силы. 

Вышеприведенные рассуждения о вынужденных колебаниях в консерва-
тивной колебательной системе справедливы только для установившихся 
колебаний. В процессе установления колебаний в системе возникают также соб-
ственные колебания с циклической частотой ω0. В отсутствии трения колебания, 
вообще говоря, всегда будут состоять из  гармонических колебаний двух частот 
ω (1.61) и ω0 (1.5), и результирующее колебание не будет гармоническим. В ре-
альных колебательных системах как бы ни была мала величина затухания, всегда 
по прошествии времени собственные колебания затухают и в системе остаются 
только вынужденные колебания, описываемые уравнением (1.61). 

Анализ уравнения вынужденных колебаний в неконсервативной  системе, 
т.е. с учетом сил трения, показывает, что амплитуда А установившихся колеба-
ний определится  формулой: 

       
0

22222
0()4

F
mA

ωωβω
=

−+
.                                            (1.65) 

Сдвиг фаз между внешней силой и смещением ϕ  в неконсервативной  ко-
лебательной системе зависит от частоты вынуждающей силы ω  и 
коэффициента  затухания β : 

  22
0

2()arctg βω
ϕ

ωω
=

−
.                                               (1.66) 

 
Явление резонанса 
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 Из формулы (1.64) следует, при приближении частоты внешней силы к 
собственной частоте системы 0ωω →  амплитуда вынужденных колебаний кон-
сервативной системы резко возрастает , стремясь к бесконечности ∞→A  
(рис.1.13,а). Этот случай, когда частота внешней вынуждающей силы совпадает 
с собственной частотой колебательной системы и амплитуда неограниченно  
возрастает, называется явлением резонанса.  

На практике колебаний с бесконечно большой амплитудой не наблюдает-
ся.   Решение (1.64) оказывается  неприменимым в области частот, близких к 
собственной частоте 0ω . Необходимо учитывать потери энергии, 

а)                                                                     б) 
Рис.1.13. График зависимости амплитуды вынужденных колебаний А от частоты 
вынуждающей силы ω для консервативной системы (а); неконсервативной сис-
темы (б) 
 

обусловленные действием сил трения, которые становятся  ощутимыми при 
больших амплитудах. В этом случае при резонансе амплитуда будет иметь ко-
нечное значение, а частота отличаться от значения собственной частоты 
системы 0ω . 

Чтобы определить, при какой частоте амплитуда колебаний неконсерва-
тивной системы будет иметь максимальное значение, необходимо найти 
максимум функции А(ω ) (1.65). Для этого нужно продифференцировать  дан-
ную функцию по ω  и приравнять нулю. Расчет показывает, что резонансная 
частота имеет следующее значение: 

             22
0 2резωωβ=− .                                             (1.67) 

Видно, что в системе, обладающей затуханием, резонансная  частота не 
совпадает с собственной частотой колебательной системы. Чем больше коэф-
фициент затухания β , тем  меньше резонансная  частота. Если затухание мало, 
приходим к тому, что резонансная частота совпадает с собственной частотой. 

Подставив значение резонансной частоты (1.67) в формулу (1.65), получим  
значение амплитуды при резонансе: 

A

статA

0ω ω

A

0ω ω

1

2
статA
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0

22
02

рез

F
mА

βωβ
=

−
.                                        (1.68) 

Зависимость амплитуды вынужденных  колебаний в неконсервативной  
системе от  циклической частоты вынуждающей силы ω  при различных значе-
ниях коэффициента  затухания β  показана графически на рис.1.13,б.  

Как следует из формулы (1.65), при низких частотах внешней силы 0ω →  
амплитуда стремится  к значению равному 0

2
0

стат
FА

mω
= , называемому статиче-

ским смещением. 
При больших частотах внешней силы ∞→ω  амплитуда стремится к нулю. 
Анализ формул (1.67) и (1.68) показывает, что чем меньше коэффициент  

затухания β  (на рис.1.13 12ββ< ), тем выше и правее лежит максимум графика. 
Совокупность графиков зависимости функции А(ω ) (1.68),  от частоты ω  соот-
ветствующих различным значениям β , называется резонансными кривыми. 

При малом затухании 22
0ωβ>>  значение резонансной  амплитуды будет:  

000
2

0022резстат
FFА QA

mm
ω

βωωβ
==⋅=⋅ ,                           (1.69) 

где 0

2
Q ω

β
=  - добротность колебательной системы. 

Из формулы (1.69) следует, что добротность показывает, во сколько раз 
амплитуда в момент резонанса превышает смещение системы из положения  

статA  под действием силы постоянной величины, равной амплитуде вынуж-
дающей силы 0F . 

Выражение (1.66) определяет отставание по фазе вынужденного  колебания  
от обусловившей его вынуждающей силы. Графическая зависимость ϕ  от час-
тоты ω  приведена на рис.1.14.  

Рис.1.14. График зависимости сдвига фаз между внешней силой и смещением ϕ  от 
частоты  вынуждающей силы ω при разных значениях коэффициента затухания β 

ω0ω0

2
π

π
1

2
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ϕ
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При 0ω =  получим  0tgϕ =  и, следовательно, 0ϕ = , т.е. колебания проис-

ходят синфазно с изменением внешней силы.  

При совпадении частот 0ωω= , tgϕ =∞  и 
2
π

ϕ =  - сдвиг фаз между внеш-

ней силой  и смещением  равен 
2
π . Если ∞→ω , то πϕ → . Эти рассуждения  

поясняют ход фазовых кривых при различных значениях коэффициента  затуха-
ния β  (на рис.1.14 1 0β = , 23ββ< ). 

 
Контрольные вопросы по теме “Механические колебания” 
1. Что называют свободными  колебаниями? Привести примеры свобод-

ных  механических колебаний. 
2. Получите дифференциальное  уравнение собственных колебаний пру-

жинного маятника. 
3. Какие колебания называются гармоническими? 
4. Введите понятие амплитуды, фазы и  начальной фазы колебаний. 
5. Что называется частотой колебаний? Введите понятие циклической час-

тоты колебаний. 
6. Как связаны между собой частота, циклическая частота и период коле-

баний? 
7. Получите выражение для частоты и периода пружинного маятника. 
8. Как можно представить гармоническое  колебание с помощью векторной   

диаграммой? 
9. Запишите зависимость от  времени скорости и ускорения  маятника, со-

вершающего гармонические  колебания. 
10. Как изображается на векторной   диаграмме колебания смещения, ско-

рости и ускорения?   
11. Запишите зависимость от  времени кинетической, потенциальной и 

полной энергии пружинного  маятника. 
12. Что называется математическим  маятником и чем определяется его пе-

риод? 
13. Что называется физическим маятником? Запишите выражение для час-

тоты и периода физического маятника. 
14. Что представляет собой результат сложения двух гармонических коле-

баний одинакового направления , одинаковой частоты? 
15. Какой колебательный процесс получается  в результате сложения двух 

гармонических колебаний одинакового направления с близкими частотами? 
16. Чем определяется результат сложения двух взаимно перпендикуляр-

ных колебаний? Привести  примеры. Что называется фигурами Лиссажу? 
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17. Какие колебательные системы называются консервативными , некон-
сервативными? 

18. Что понимается под затухающими колебаниями? 
19. Получите дифференциальное  уравнение затухающих колебаний маят-

ника и запишите его решение.  
20. Запишите формулу для циклической  частоты свободных затухающих 

колебаний. 
21. По какому закону изменяется  амплитуда затухающего колебания? 
22. Каков график закона затухающего колебания? 
23. Что называется декрементом затухания, логарифмическим  декремен-

том затухания? 
24. Дайте определение добротности  колебательных систем. 
25. По какому закону изменяется  энергия затухающего колебания? 
26. Что называется вынужденным колебанием? 
27. Запишите дифференциальное  уравнение вынужденных колебаний.  
28. По какому закону происходят  установившиеся вынужденные  колеба-

ния? 
29. Запишите формулу для амплитуды установившихся колебаний. 
30. Что называется явлением резонанса?   
31. Каков график зависимости амплитуды вынужденных колебаний от 

частоты вынуждающей силы для консервативной  системы  и неконсервативной  
системы?  

32. На какой частоте амплитуда колебаний будет иметь максимальное зна-
чение? 

 

2. Электромагнитные колебания 
 

Свободные электромагнитные  колебания 
Перейдем к рассмотрению колебательных процессов в электромагнитных  

явлениях. Среди них важную роль играют электромагнитные колебания, при 
которых периодически изменяются электрические величины, такие, как заряд 
на обкладках конденсатора , ток в проводниках и т.д. Для возбуждения и под-
держания электромагнитных  колебаний, используется колебательный  контур.  
Колебательным контуром  называется электрическая  цепь, состоящая из катуш-
ки индуктивностью L, конденсатора емкостью C и резистора сопротивлением R 
(рис.2.1). Чтобы понять, как в таком контуре могут возникнуть свободные ко-
лебания, рассмотрим последовательность  проходящих в нем  процессов.  

Для возникновения свободных колебаний систему необходимо вывести из 
положения равновесия. Этого можно достигнуть зарядкой конденсатора. При 
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подключении конденсатора  к батарее на его обкладках появляются электриче-
ские заряды. Между пластинами конденсатора  образуется напряжение, равное 
ЭДС    батареи.                                                                                       

В дальнейшем батарея отключается ( она играет 
роль источника первоначальной  энергии  колебания), и 
конденсатор замыкается  на катушку индуктивности .  
        Под действием напряжения заряды начинают  
переходить с одной обкладки на другую. В катушке  
появляется  электрический ток. Появление электриче-
ского тока в катушке, обладающей индуктивностью , 

Рис.2.1.Колебательный    сопровождается  возникновением  магнитного поля и 
                    контур         образованием  ЭДС самоиндукции. ЭДС самоиндукции  
препятствует увеличению тока, разряжающего конденсатор, в результате чего 
нарастание тока, разрядка конденсатора и уменьшение  напряжения на нем 
происходят не мгновенно, а постепенно. Разряжаясь, конденсатор отдает свою 
энергию движущимся зарядам. В тот момент, когда конденсатор полностью  
разряжается и напряжение на нем становится равным нулю, вся энергия  кон-
денсатора будет  отдана  движущимся зарядам и их скорость будет 
максимальной. Поэтому заряд, проходящий через сечение проводника за еди-
ницу времени, т.е. сила тока, достигнет наибольшей величины. Энергия 
магнитного поля, образованного  электрическим током, в этот момент времени 
так же будет иметь максимальное значение.  

Контур, в котором сопротивление R пренебрежимо мало,  называется иде-
альным электрическим контуром (рис.2.2). 

В случае идеального электрического  контура (R=0), по закону сохранения  
энергии, первоначальная энергия  электрического поля конденсатора будет 
равна энергии магнитного  поля катушки индуктивности в тот момент, когда ток 
достигает максимального  значения.  

Таким образом,  в идеальном электрическом  контуре при разрядке конден-
сатора, вся энергия электрического  поля, сосредоточенная  между его 
обкладками,   переходит в энергию магнитного поля катушки индуктивности . В 
тот момент, когда напряжение на конденсаторе  стало равным нулю, ток не мо-
жет исчезнуть мгновенно вследствие действия ЭДС самоиндукции , которая 
теперь препятствует уменьшению тока и поддерживает  его в прежнем направ-
лении. 

Итак, уменьшение  тока в контуре происходит не мгновенно, а постепенно, 
вновь заряжая конденсатор. Процесс зарядки конденсатора происходит до тех 
пор, пока сила тока не станет равной нулю. Между обкладками конденсатора 
снова появится напряжение, противоположное  по знаку первоначальному : пла-
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стина конденсатора, заряженная положительно, станет отрицательной, и наобо-
рот.  

Исчезновение  тока в контуре и нарастание напряжения на конденсаторе  
сопровождается  уменьшением энергии магнитного поля катушки индуктивно-
сти и увеличением энергии электрического поля конденсатора. В тот момент, 
когда энергия магнитного поля станет равной нулю, энергия электрического  
поля достигнет максимального  значения. 

В дальнейшем конденсатор будет снова разряжаться, что приведет к появ-
лению в контуре тока, который еще раз перезарядит конденсатор. Этим 
завершится полный цикл изменения напряжения на конденсаторе и тока в кон-
туре. Далее весь процесс колебаний напряжения и тока будет повторяться . В 
течение одного  колебания происходит  превращение энергии электрического  
поля в энергию магнитного поля и наоборот. 

 
Гармонические  электромагнитные  колебания 
Найдем законы изменения заряда и напряжения на обкладках конденсато-

ра и тока в цепи идеального электрического контура. 
Для составления  уравнения воспользуемся  вторым  

 правилом Кирхгофа. Согласно этому правилу, алгебраиче-
 ская сумма падений напряжений на отдельных участках 
 контура равна алгебраической  сумме ЭДС, действующих в              
 этом контуре: 

Рис.2.2. Идеальный                       scU ε= .                                                      (2.1) 
колебательный контур           

 Падение напряжения на конденсаторе cU  равно: 

c
qU
C

= , 

 где q – заряд на обкладках конденсатора .  
Единственная ЭДС, действующая в контуре, есть ЭДС самоиндукции , воз-

никающая в катушке индуктивности s
dIL
dt

ε =− . 

Подставляя эти значения в формулу (2.1), получим:  

        qdI L
Cdt

=− .                                                      (2.2) 

Сила тока – это первая производная заряда по времени: dqI
dt

= . Соответст-

венно, первая производная  силы тока по времени  представляет собой вторую 
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производную заряда по времени: 
2

2

dIdq
dtdt

= . Учитывая это, уравнение (2.2) мож-

но переписать в виде: 

        
2

2

qdq L
Cdt

=− , или  
2

2 0dqqL
dtC

+= .                               (2.3) 

Разделив последнее уравнение на L, получим: 

   
2

2 0dqq
dtLC

+= .                                               (2.4) 

Если ввести обозначения 
LC
12

0 =ω , то уравнение (2.4)  будет иметь вид, 

схожий с уравнением (1.3) 
2

2
02 0dx x

dt
ω+= : 

               
2

2
02 0dq q

dt
ω+= .                                              (2.5) 

 Таким образом, уравнение (2.5) является дифференциальным  уравнением 
гармонических электромагнитных  колебаний. Из чего следует, что изменение 
заряда на обкладках конденсатора происходит по  гармоническому закону:  

( )()cos mqtqt ωα=+ ,    (2.6) 

где mq - максимальное значение заряда или амплитуда заряда, 0
1

LC
ω = - цик-

лическая частота электромагнитных колебаний. 
Все характеристики , введенные для механических гармонических колеба-

ний (частота, период) имеют тот же смысл и для электромагнитных  колебаний. 
Выражение для частоты и периода электромагнитных  колебаний будет 

иметь следующий вид: 

1
2

v
LCπ

=  и 2TLC π= . 

Для того чтобы найти закон изменения силы тока в цепи контура, нужно 
взять производную от выражения (2.6) по времени: 

0000()sin()sin()cos()
2mmm

dqItqtItIt
dt

πωωαωαωα==−+=−+=++ ,   (2.7) 

где 0mmIq ω=  - максимальное значение силы тока или амплитуда силы тока. 
Напряжение на обкладках конденсатора CU  рассчитываем по формуле 

    00cos()cos()m
cCm

qqUtUt
CC

ωαωα==+=+ ,                        (2.8) 

где CmU - амплитуда напряжения на обкладках конденсатора. 
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Из полученных выражений следует, что изменения заряда и напряжения 
на обкладках конденсатора и тока в цепи идеального электрического контура 
происходят по гармоническому закону.  Изменения заряда и напряжения проте-
кают синфазно, т.е. в одинаковой фазе. Колебание силы тока опережает по фазе 
заряд и напряжение на 

2
π . Это соответствует тому факту, что момент, когда 

конденсатор полностью разряжается  и напряжение на нем становится равным 
нулю, сила тока будет максимальной . И наоборот, максимальное значение за-
ряда и напряжения на обкладках конденсатора соответствует нулевому 
значению силы тока. 

Напряжение на катушке индуктивности   LU  всегда преодолевает  ЭДС са-
моиндукции, возникающей в ней, и поэтому равно ЭДС с обратным знаком: 

Ls
dIUL
dt

ε=−= .  

Найдем значение производной от силы тока (2.7) по времени: 

sin()cos()
2mm

dI ItIt
dt

π
ωωαωωαπ=−++=++ . 

Умножив это выражение на индуктивность  L, получим закон изменения 
для напряжения на катушке индуктивности   LU : 

cos()cos()LmLm
dIULLItUt
dt

ωωαπωαπ==++=++ ,               (2.9)  

где LmU - амплитуда напряжения на катушке индуктивности. 
Из формулы (2.9) видно, что колебания напряжения  LU  опережает по фазе 

заряд и напряжение CU  на π , т.е. данные величины изменяются в противофазе. 
 
Представление гармонических  электромагнитных  колебаний на век-

торной диаграмме 
 Полученные результаты можно наглядно изобразить с помощью вектор-

ной диаграммы ( рис.2.3). Гармоническое колебание заряда на обкладках 
конденсатора (2.6) на векторной диаграмме будет представлено вектором дли-
ной  mq , направленным под углом α с горизонтальной осью ОХ.  
Так как изменения заряда q  и напряжения на обкладках конденсатора CU  про-
исходят синфазно, то колебание напряжения CU  (2.8) изображается вектором, 
длиной CmU , сонаправленным с  вектором, изображающим колебания  заряда 
(вектор q ). 

Гармоническое колебание силы тока (2.7) изобразится вектором длиной  

mI , повернутым относительно вектора q  против часовой стрелки на угол 
2
π  

(т.к. колебание силы тока опережает по фазе заряд и напряжение CU  на 
2
π ). Ко-



 39 

лебание LU  (2.9) изобразится вектором длиной LmU , повернутым относительно 
вектора q  против часовой стрелки на угол π  (т.к. колебание LU  опережает по 
фазе заряд и напряжение CU  на π ).  

    
Рис.2.3. Изображение на векторной диаграмме колебаний заряда и напряжения на об-
кладках конденсатора, силы тока в контуре, напряжения на катушке индуктивности    

Превращения энергии в колебательном  контуре 
 В процессе электромагнитных колебаний в идеальном электрическом  

контуре происходит периодическое превращение  энергии электрического  поля 
в энергию магнитного поля и обратно. 

Из закона сохранения энергии следует, что при отсутствии сопротивления  
максимальное значение энергии электрического поля maxЭW заряженного кон-
денсатора равно максимальному значению энергии магнитного  поля 

maxMW катушки:  

maxmaxЭ MWW = ,  или  
22
maxmax

22
CULI

= . 

В произвольный же момент времени сумма энергии электрического  и маг-
нитного полей является величиной постоянной: 

 
2222

maxmax

2222
CULICULI const+=== . 

Эту же зависимость можно записать и так: 
2222

maxmax

2222
qLIqLI const
CC

+=== . 

 
Аналогия между механическими  и электромагнитными  колебаниями 
Электрические колебания в колебательном  контуре имеют сходство с ме-

ханическими колебаниями , например, груза на пружине (пружинный маятник). 
Несмотря на различие физической сущности изменяющихся  величин ( в меха-
нических колебаниях периодически изменяются  координаты и скорость груза, в 

α

LmU

CmU

x0

mI

2
π

mq

π
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электромагнитных колебаниях – заряд, напряжение и ток), уравнения, описы-
вающие колебательные  процессы, имеют одинаковый вид и могут решаться 
одинаковыми методами.  

Сравните уравнения (1.3) для движения груза пружинного маятника с 
уравнением (2.5) изменения электрического заряда колебательного  контура: 

2
2
02 0dx x

dt
ω+= ,  

2
2
02 0dq q

dt
ω+= . 

Отсюда можно заключить, что электрический заряд q изменяется по тому 
же закону, что и координата груза на пружине х.  

В механических системах гармонические  колебания возникают за счет то-
го, что на тело массой m, выведенное из положения равновесия, действует 
возвращающая сила, пропорциональная  смещению х: kxF −= . 

В электромагнитных  гармонических колебаниях изменение тока в цепи 
колебательного контура обусловлено  напряжением U между пластинами кон-

денсатора, которое пропорционально заряду q: 1Uq
C

= . 

Следовательно, одинаковый характер изменения величин х и  q объясняет-
ся тем, что условия, порождающие  колебания, описываются  одинаковыми 
линейными законами (F~x, U~q). 

Сопоставление  механических и  электромагнитных  колебаний можно сде-
лать на основе взаимных периодических превращений одного вида энергии в 
другой. Механические колебания сопровождаются  взаимными превращениями  
потенциальной и кинетической энергий маятника. В электромагнитных  колеба-
ниях происходят  взаимные превращения  энергии электрического поля в 
энергию магнитного  поля. 

Смещение из положения равновесия пружинного маятника, и соответст-
венно сообщение ему   потенциальной  энергии, соответствуют  зарядке 
конденсатора от батареи. Сравнивая выражения  потенциальной энергии маят-

ника 
2

2
kx  с энергией электрического поля конденсатора 

2

2
CU , можно отметить, 

что смещению х соответствует заряд q, а коэффициенту упругости k – величина, 
обратная емкости конденсатора 

С
1 . Так как потенциальная энергия маятника 

переходит в кинетическую энергию, а энергия электрического поля конденса-

тора в энергию магнитного поля, то кинетической энергии 
2

2
mυ  аналогична  

величина - энергия магнитного поля 
2

2
LI  в электромагнитных  колебаниях.  
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Следовательно, скорости движения груза υ  соответствует сила тока I,  а 
роль массы m играет индуктивность L. Сопоставление механических и  элек-
тромагнитных величин, рассмотренных выше, приведено в таблице. 

Таблица 
Аналогия между величинами, характеризующими механические и электромаг-

нитные колебания         
Механические величины Электромагнитные  вели-

чины 
Координата х 

Скорость dx
dt

υ =  

Масса m 
Коэффициент упругости k 

 
 

Потенциальная  энергия 
2

2
kx  

 

Кинетическая энергия 
2

2
mυ  

Заряд q 

Сила тока dqI
dt

=  

Индуктивность L 
Обратная величина емкости 

конденсатора 1
С

 

Энергия электрического поля 

конденсатора 
2

2
CU  

Энергия магнитного поля 
2

2
LI  

 
Аналогия между механическими  и электромагнитными  колебаниями  при-

водит к целесообразности использования  единого подхода к изучению 
колебательных процессов различной физической природы. Это позволяет пере-
носить закономерности , полученные при изучении одного вида колебаний на 
колебания другой природы. 

 
Затухающие электромагнитные  колебания 
Свободные электромагнитные  колебания, происходящие в реальном коле-

бательном контуре ( рис.2.1), являются затухающими. Затухание их 
объясняются тем, что протекающий в контуре ток нагревает провода катушки, 
расходуя часть энергии движущихся зарядов. Поэтому количество энергии в 
контуре уменьшается со временем. Скорость затухания определяется величи-
ной активного сопротивления контура R. Чем больше активное сопротивление, 
тем быстрее прекращаются колебания в контуре. 

Для составления уравнения, описывающего процессы в электрическом  
контуре, состоящем из катушки индуктивностью  L, конденсатора емкостью C и 
резистора сопротивлением R ( рис.2.1) воспользуемся вторым правилом Кирх-
гофа. В отличие от уравнения (2.1), составленного для идеального 
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электрического контура, сумма падений напряжений на отдельных участках ре-
ального контура состоит из падения напряжения на конденсаторе cU  и падения 
напряжения на активном сопротивлении  контура RU :  

      cRsUU ε+= .                                                 (2.10) 
Воспользуемся выкладками , приведенными  для гармонических электро-

магнитных колебаний.  Падение напряжения на конденсаторе  c
qU
C

= , ЭДС 

самоиндукции, возникающая в катушке индуктивности, равна s
dIL
dt

ε =− . Па-

дение напряжения на активном сопротивлении  RUIR= . 
Подставляя эти значения в (2.10), получим:  

            
qdI IRL
Cdt

+=− .                                                (2.11) 

Учитывая, что сила тока есть производная заряда по времени: dqI
dt

= , а 

вторая производная заряда по времени – это производная силы тока по времени 
2

2

dIdq
dtdt

= , уравнение (2.11) можно переписать в виде: 

2

2

qdqdqRL
Cdtdt

+=− , или 
2

2 0dqdqqLR
dtdtC

++= . 

Разделив последнее уравнение на L, получим: 
2

2

1 0dqRdq q
dtLdtLC

++= .                                       (2.12) 

Введем обозначения : 

    2
0

1
LC

ω = , 2R
L

β= .                                            (2.13) 

Тогда уравнение (2.12) примет вид: 

           
2

2
02 20dqdq q

dtdt
βω++= .                                   (2.14) 

Уравнение (2.14)  с точностью до обозначения  аналогично уравнению 
(1.47), которое описывает  собственные  затухающие механические колебания. 
Как и следует из электромеханических  аналогий, вместо координаты х в нем 
стоит заряд q. Уравнение (2.14)  является дифференциальным  уравнением зату-
хающих электромагнитных  колебаний. Решением дифференциального  
уравнения  (2.14) относительно величины q для случая, когда выполняется  ус-
ловие 22

0ωβ > , является функция, аналогичная (1.48): 

( )0()cos tqtqet β ωα−=⋅+ ,           (2.15) 

где по-прежнему (см. 1.49) 22
0ωωβ=− .  
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Таким образом, в реальном электрическом  контуре колебания заряда q  
происходят по закону (2.15) с циклической частотой ω: 

2

2

1
4
R

LCL
ω =− .                                          (2.16) 

Формула (2.16) получается, если в (1.49) подставить значения циклической  
частоты ω0 свободных колебаний идеального электрического контура и коэф-
фициента затухания β  (2.13). Амплитуда колебаний заряда убывает по 
экспоненциальному закону:  

            0
t

mmqqe β−=⋅ ,                                         (2.17) 

где 0mq  – начальная амплитуда заряда ( значение амплитуды в начальный мо-
мент времени t = 0). 
 

Характеристики  затухающих электромагнитных  колебаний 

Выразим характеристики электромагнитных  затухающих колебаний ко-
эффициент затухания β , логарифмический декремент затухания λ  (1.53), 
добротность Q (1.54), введенные для механических  колебаний, через параметры 
электрического колебательного  контура индуктивность катушки L, емкость 
конденсатора C и сопротивление  резистора  R. 

Коэффициент затухания β  из формулы (2.13) определится: 

 
2
R
L

β =  .                                                   (2.18) 

Так же, как и для механических  колебательных систем, коэффициент  зату-
хания β  есть обратная величина промежутку времени τ , в течение которого 
амплитуда уменьшается в е раз. 

Логарифмический  декремент  затухания λ , определяемый отношением 
двух соседних амплитуд (амплитуд колебаний заряда, напряжений, силы тока), 
разделенных по времени на период, будет равен: 

        2
2
RT
L

π
λβ

ω
== .                                             (2.19) 

В случае малого затухания 22
0βω<<  можно считать 0

1
LC

ωω≈= . Тогда   

   
2

2
RRL R
LLC

ππ
λπ

ωω
==≈ .                              (2.20) 
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Добротность Q электрического колебательного  контура равна: 

                LQ
R

πω
λ

== .                                                  (2.21) 

При малом затухании 22
0βω<<  добротность определится: 

              1LLQ
RRC

ω
=≈ .                                           (2.22) 

Как следует из формул (2.19), (2.20), (2.22), коэффициент затухания, лога-
рифмический декремент затухания и добротность определяются  параметрами 
контура L, C и R, и, следовательно, являются характеристиками  контура. 

  

Вынужденные электромагнитные  колебания 

В реальном электрическом колебательном  контуре колебания всегда зату-
хают. Чтобы колебания не затухали в течение продолжительного  времени,  в 
контур можно ввести источник переменной ЭДС. Колебания, которые будут 
происходить в таком контуре, называются  вынужденными. Для получения вы-
нужденных колебаний можно также, разорвав контур, подать на его контакты 
переменное напряжение U (рис.2.4):  

   cosmUUt ω= ,     (2.23) 
где mU  – амплитуда, ω– циклическая  частота внешнего напряжения. 

Рассмотрим процессы, происходящие в цепи, состоящей из последова-
тельно соединенных элементов: катушки индук-
тивностью L, конденсатора емкостью C , 
резистора сопротивлением R и источника пере-
менного напряжения (2.23) (рис.2.4). 
Рис.2.4. Колебательный контур     При включенном 

источнике конденсатор  
с источником переменного            контура периодически заряжается  и    напряже-
ния                                    разряжается с частотой изменения ЭДС  источника.  Как 
показывает опыт, в контуре появляется  переменный ток – ток вынужденных 
колебаний и его частота равна частоте изменения ЭДС источника.  

Для составления уравнения вынужденных колебаний воспользуемся вто-
рым правилом Кирхгофа: 

     coscRsmUUUt εω+=+ ,                                     (2.24) 

где c
qU
C

= – падение напряжения на конденсаторе ; 

RUIR=  – падение напряжения на активном сопротивлении; 

LC R
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s
dIL
dt

ε =−  – ЭДС самоиндукции возникающая  в катушке индуктивности. 

Подставляя эти значения в уравнение (2.24), получим:  

               cosm
qdI IRLUt
Cdt

ω+=−+ .                                    (2.25) 

Произведя те же преобразования , что и в теме ” Затухающие электромаг-
нитные колебания ”, и введя такие же обозначения :   

2
0

1
LC

ω = , 2R
L

β= , придадим уравнению (2.25) вид:  

2
2
02 2cos mdqdqU qt

dtdtL
βωω++= .                                 (2.26) 

Это уравнение с точностью до обозначения совпадает с уравнением (1.60) 
для механических вынужденных  колебаний и называется дифференциальным  
уравнением вынужденных электромагнитных  колебаний. Согласно электроме-
ханическим аналогиям, установившиеся вынужденные колебания заряда q  
будут происходить по закону: 

         ( )()cos mqtqt ωϕ=− ,                                     (2.27) 

где mq  – амплитуда заряда;  ϕ  – представляет собой сдвиг фаз между прило-
женным внешним напряжением cosmUUt ω=  и изменением заряда, т.е. 
изменения заряда отстает по фазе от изменения внешнего напряжения на вели-
чину ϕ . 

Взяв производную от выражения (2.27) по времени, найдем закон измене-
ния силы тока в цепи контура: 

()sin()sin()cos()
2mmm

dqItqtItIt
dt

π
ωωϕωϕωϕ==−−=−−=−+ ,   (2.28) 

где mmIq ω=  – максимальное значение силы тока или амплитуда силы тока. 
Формулу (2.28) можно переписать следующим образом: 

  cos()cos()
2mmIItIt π

ωϕωα=−+=− ,                 (2.29) 

где 
2
π

αϕ=−  – представляет собой сдвиг фаз между приложенным  внешним 

напряжением cosmUUt ω=  и изменением  тока в цепи, т.е. колебания тока от-
стают по фазе от изменения внешнего напряжения на величину α . 

Для того чтобы определить соотношение  между  амплитудой силы тока в 
цепи Im и амплитудой приложенного  внешнего напряжения mU , перепишем 
уравнение (2.25) в виде: 
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               cosm
qdI IRLUt
Cdt

ω++= , или  cosCRLmUUUUt ω++= .   (2.30) 

В левой части уравнения (2.30) стоит сумма напряжений на отдельных 
элементах контура: на конденсаторе CU , активном сопротивлении  RU  и на ка-
тушке индуктивности   LU . Эта сумма напряжений в каждый момент времени 
равна  внешнему напряжению . 

Падение напряжения на катушке индуктивности   LU  равна ЭДС самоин-
дукции, возникающей в ней, взятая с обратным знаком. Каждая из четырех 
величин, входящая в уравнение (2.30), изменяется по гармоническому закону. 

Напряжение на конденсаторе:  

   cos()m
C

qqUt
CC

ωϕ==− .                                     (2.31) 

Учитывая, что амплитуда заряда mq  связана с амплитудой силы тока 

mmIq ω= , а сдвиг фаз ϕ  между приложенным  внешним напряжением  и изме-

нением заряда равен 
2
π

ϕα=+ . Напомним, что α  есть сдвиг фаз между 

приложенным напряжением  и изменением  тока в цепи. Тогда выражение для 
напряжения CU  будет иметь следующую форму: 

cos()cos()cos()
22

mm
CCm

qIUttUt
CC

ππ
ωϕωαωα

ω
=−=−−=−− .    (2.32) 

В формуле (2.32) через CmU  обозначено максимальное значение напряже-
ния на конденсаторе, которое равно: 

      m
CmmC

IUIX
Cω

== ,                                        (2.33) 

где 1
CX

Cω
= – сопротивление, оказываемое конденсатором переменному току, 

которое называется емкостным сопротивлением . 
Из формулы (2.32) следует, что колебание напряжения на конденсаторе  

отстает по фазе от изменения силы тока cos()mIIt ωα=−  на 
2
π . 

Напряжение на активном сопротивлении  определяется выражениями:  
                 cos()cos()RmRmUIRIRtUt ωαωα==−=− .              (2.34) 

 RmmUIR = ,                                                  (2.35) 
где RmU  – максимальное значение напряжения. Изменения напряжения на ак-
тивном сопротивлении  и силы тока в цепи протекают синфазно. 
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Падение напряжения на катушке индуктивности   равно L
dIUL
dt

= . Взяв 

производную от выражения (2.27) по времени и умножив на индуктивность  L, 
получим выражение для напряжения LU : 

sin()cos()
2LmLm

dIULLItUt
dt

π
ωωαωα==−−=−+ .   (2.36) 

В формуле (2.36) максимальное значение напряжения на катушке индук-
тивности обозначили LmU : 

      LmmmLULIIXω== .                                     (2.37) 
Величина LXL ω=  – называется индуктивным сопротивлением, это со-

противление, которое оказывает катушка индуктивности  переменному току. 
Из сравнения формулы (2.36)  с законом изменения силы тока (2.27),  сле-

дует, что колебания напряжения на катушке индуктивности  опережает по 
фазе колебания силы тока  на 

2
π . 

Итак, определив законы изменения всех величин, входящих в уравнение 
(2.30) CU  (2.32), RU  (2.34) и LU  (2.36), решим его с помощью векторной диа-
граммы ( рис.2.5). Напомним, что гармоническое колебание может быть 
представлено на диаграмме с помощью вектора, длина которого равна ампли-
туде колебания, а направление вектора образует с горизонтальной  осью угол α , 
равный начальной фазе колебания.  

 
Рис.2.5. Изображение на векторной диаграмме 
колебаний силы тока в контуре и напряжений 
на обкладках конденсатора, активном сопро-
тивлении и катушке индуктивности.   

 
На диаграмме переменное внешнее на-

пряжение изобразится  вектором, длиной  
mU , направленным вдоль горизонтальной  

оси ОХ. Изменения  силы тока сдвинуты по фазе относительно  внешнего на-
пряжения на величину α , причем α  в законе (2.29) стоит со знаком минус. 
Поэтому колебание тока изобразится  вектором длиной  mI , повернутым отно-
сительно горизонтальной оси ОХ по часовой стрелке на угол α .  

Колебание RU  будет представлено  вектором длиной  RmU  (2.35), сонаправ-
ленным с вектором, изображающим колебания  силы тока ( вектор тока). Так 
как колебание LU  опережает, а CU  отстает по фазе от колебаний силы тока   на 

2
π , то на векторной диаграмме они будут изображены следующим образом. Ко-

LmU

)( CmLm UU

CmU

mU

RmU

y

x
0

mI2
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лебание LU  изобразится вектором длиной  LmU  (2.37), повернутым относитель-

но вектора тока против часовой стрелки на угол 
2
π . Колебание CU  изобразится 

вектором длиной  CmU  (2.33), повернутым относительно вектора тока по часо-

вой стрелке на угол 
2
π .  

Согласно уравнению (2.30), сумма трех векторов, представляющих   коле-
бания RU , CU  и LU , должна быть равна вектору, соответствующему  
приложенному внешнему напряжению . Длина результирующего  вектора равна  

mU , угол α  между ним и осью токов равен сдвигу фаз между приложенным  
внешним напряжением  и изменением тока в цепи. 

а)                                                                               б)       
Рис.2.6. Векторная диаграмма цепи переменного тока для случая, когда индук-
тивное сопротивление контура больше емкостного сопротивления ( а); когда 
индуктивное сопротивление контура меньше емкостного сопротивления (б) 
 
Для большей наглядности повернем всю векторную диаграмму на угол α  

против часовой стрелки. При этом взаимное расположение векторов не изме-
нится. Вектор, изображающий колебание RU , будет направлен горизонтально. 
Вектора, изображающие  колебания CU  и LU , будут  направлены вертикально  
вниз и вверх соответственно   (рис.2.6). 

Из диаграммы, по теореме Пифагора, следует, что: 

               22 ()mRmLmCmUUUU=+− .                                   (2.38) 

Подставив в формулу (2.38) максимальные значения всех напряжений  
(2.33), (2.35) и (2.37), получим: 22 ()mmLCUIRXX=+− , или  

    
22 ()

mm
m

LC

UUI
ZRXX

==
+−

,                               (2.39) 

α

LmU

)( CmLm UU −

CmU

mU

RmU
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где                           2222 1()()LCZRXXRL
C

ω
ω

=+−=+− .                 (2.40)  

Формула (2.39) определяет соотношение  между  амплитудой силы тока в 
цепи mI  и амплитудой приложенного  внешнего напряжения mU  и представляет  
собой закон Ома для переменного тока. Величина Z, определяемая  выражением  
(2.40), называется полным сопротивлением  переменного тока. 

Векторная диаграмма также позволяет определить величину α . Из рисун-
ка видно, что тангенс угла α  есть отношение двух сторон прямоугольного  
треугольника LmCmUU −  к RmU : 

      

1
LmCm

Rm

LUU Ctg
UR

ω
ωα

−−
== .                                      (2.41) 

Ток в цепи может не только отставать по фазе от внешнего приложенного  
напряжения ( при 0α > ),  но и опережать его ( при 0α < ),   в зависимости от 
знака величины α . 

Из формулы (2.41) следует, что ток в цепи будет отставать по фазе от 

внешнего напряжения ( 0α > )  в том случае, когда 1L
C

ω
ω

> , или LmCmUU >  (см. 

рис.2.6,а). Опережение по фазе тока внешнего напряжения ( 0α < ) наблюдается 

при условии 1L
C

ω
ω

< , или LmCmUU <  (см. рис.2.6,б). 

 
Резонанс напряжений 
Полное сопротивление переменного тока Z (2.40) зависит от частоты 

внешнего напряжения ω. При частоте ω, когда индуктивное сопротивление  
становится равным емкостному сопротивлению  LCXX = , полное сопротивле-
ние становится минимальным и равным активному сопротивлению  R. Согласно 
формуле (2.39) ток в контуре достигает максимального значения, равного:  

        m
mмакс

UI
R

= .                              (2.42) 

Это явление называется  резонансом напряжений. Частота, при которой 

достигается резонанс, резω  определяется из условия 1L
C

ω
ω

=  и равна 

       1
рез LC

ω = ,                                                   (2.43) 

т.е. резонансная частота равна собственной частоте контура. 
Зависимость амплитуды силы тока от частоты приложенного напряжения 

приведена на рисунке 2.7.   
Из формулы (2.41) видно, что при резонансе сдвиг фаз между приложен-

ным напряжением  и изменением тока в цепи равен нулю. Это означает, что при 
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резонансе напряжения на катушке индуктивности  L резU  и на конденсаторе 

C резU  равны по амплитуде и противоположны  по фазе и компенсируют  друг 
друга. При этом падение напряжения на активном сопротивлении равно внеш-
нему приложенному  напряжению . 

Напряжения на катушке индуктивности  и на конденсаторе в момент резо-
нанса резко возрастают, т.к. ток в цепи максимален: 

    1m
L рез C резрез L рез C рез mm

ULUUIXIXLUQU
RRC

ω=====⋅= ,   (2.44) 

где Q - добротность контура (2.21). 
Таким образом,  напряжения на катушке индуктивности и на конденсаторе 

в момент резонанса в Q раз превышают  приложенное внешнее напряжение.   

Рис.2.7. График зависимости амплитуды силы тока от частоты приложенного 
напряжения  
 
Контрольные вопросы по теме “ Электромагнитные  колебания” 
 
1. Что представляет собой колебательный контур? 
2. Как могут возникнуть в контуре свободные электромагнитные  колеба-

ния? 
3. Что называется идеальным колебательным  контуром? 
4. Получите дифференциальное  уравнение гармонических электромагнит-
ных колебаний. 
5. По какому закону изменяется  заряд на обкладках конденсатора в иде-
альном колебательном  контуре? 
6. Запишите выражение для частоты и периода электромагнитных колеба-

ний. 
7. Найдите закон изменения силы тока в цепи контура и напряжения на 

обкладках конденсатора. 
8. Изобразите электромагнитные  колебания с помощью векторной диа-

граммы. 
9. Какие периодические  превращения  энергии происходят  в электромаг-

нитном колебательном контуре? 

0ω ω

mI
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10. Приведите аналогию между механическими  и электромагнитными  ко-
лебаниями. 

11. Чем обусловлено затухание свободных электромагнитных колебаний, 
происходящих в реальном колебательном  контуре? 

12. Получите дифференциальное  уравнение затухающих электромагнит-
ных колебаний и запишите его решение.  

13.  Приведите характеристики затухающих электромагнитных  колебаний. 
14. Как можно получить вынужденные электромагнитные  колебания. 
15. Запишите дифференциальное  уравнение вынужденных электромагнит-

ных колебаний.  
16. Запишите  закон  изменения  напряжения  на обкладках  конденсатора , 

на активном  сопротивлении  и на катушке  индуктивности  в цепи  переменно -
го тока . 

17. Что называется емкостным сопротивлением, индуктивным сопротив-
лением? 

18. Изобразите на векторной диаграмме колебаний силы тока в контуре и 
напряжений на обкладках конденсатора , активном сопротивлении и катушке 
индуктивности. 

19. Запишите закон Ома для переменного тока. 
20. Какое явление называется резонансом  напряжений? 
21. Чему равна частота, при которой достигается  резонанс? 
22. Чему равен сдвиг фаз между приложенным  напряжением  и изменени-

ем тока в цепи  при резонансе?  
23. Запишите выражения для напряжения на катушке индуктивности  и на 

конденсаторе в момент резонанса. 
24. Каков график зависимости  амплитуды силы тока от частоты прило-

женного напряжения?  
25. Чему равно значение тока в цепи  при резонансе?  

3. Волны 
 

Механические волны 
Если в каком-либо месте упругой среды возбудить колебания, то вследст-

вие взаимодействия  между частицами среды эти колебания начнут 
распространяться  от частицы к частице. Процесс распространения колебаний в 
пространстве называется волной. При волновом процессе частицы среды лишь 
совершают колебания около своих положений равновесия, и не переносятся 
волной. В зависимости от направления колебаний частиц по отношению к на-
правлению, в котором распространяется  волна, различают продольные и 
поперечные волны. В продольной  волне смещение частиц происходит в том же 
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направлении, в котором она движется. В поперечной волне  смещение частиц 
перпендикулярно направлению ее распространения . Упругие  поперечные вол-
ны могут возникнуть только в такой среде, которая обладает упругостью 
формы, т.е. способна сопротивляться  деформации сдвига. Этим свойством об-
ладают лишь твердые тела. Продольные волны связаны с объемной 
деформацией среды, поэтому они могут распространяться  как в твердых телах, 
так в жидких и газообразных. 

 
Уравнение плоской волны 
Выведем уравнение плоской волны, распространяющейся  вдоль оси х. 

Уравнение волны выражает зависимость смещения ξ  колеблющейся точки, 
участвующей в волновом процессе, от координаты ее равновесного положения 
х и времени t: (,)xtξξ= .  

Пусть источник гармонических колебаний находится в точке с координа-
той х = 0, и колебания имеют вид (0,)cost А tξω = , где А - амплитуда 
колебаний, ω  - циклическая частота. 

Предположим, что распространение  колебаний происходит без затухания, 
так что  амплитуды колебаний всех точек одинаковы. До некоторой точки с ко-
ординатой х колебательный процесс от начала координат ( х =0) дойдет через 
время τ . Следовательно, колебания частиц среды в точке х будет запаздывать 
по сравнению с началом колебаний на время xτ

υ
= , где υ  - скорость распро-

странения волны. А смещение частиц в точке х в момент времени t будет равно 
смещению частиц в точке х =0 в момент времени t τ− : 

(,)(0,)cos()cos() xxtt А tAtξξτωτω
υ

=−=−=− .             (3.1) 

Это уравнение (3.1) называется уравнением плоской волны. Величина 

() хtω
υ

− , стоящая под знаком косинуса, называется  фазой волны. 

Множество точек волны, имеющих одновременно одинаковую фазу,  на-
зывается волновой поверхностью. Для рассмотренного  случая волновой 
поверхностью является плоскость х const= , т.е. всем точкам плоскости, пер-
пендикулярной оси х, соответствует одинаковая фаза. Отсюда и название 
волнового процесса - плоская волна. Если волновая поверхность представляет  
собой сферу, то волна называется сферической. 

Расстояние между двумя ближайшими частицами, колеблющимися  в оди-
наковой фазе, называется  длиной волны λ . Очевидно, что фазы для таких 
частиц должны отличаться на 2π , т.е.  

()()2xxtt λ
ωωπ

υυ
+

−−−= . 
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Из данного равенства следует, что 

         2ωλ
π

υ
=  и 2π

λυ
ω

= .                                       (3.2) 

Учитывая соотношения между циклической частотой ω , частотой v и пе-
риодом T, для длины волны λ  получим выражение:  

 
v
υ

λ = , Tλυ= .                                                  (3.3) 

Таким образом, длина волны равна тому расстоянию, на которое распро-
страняется фаза колебания за время, равное периоду. 

Величина  х
ω

υ
 в формуле  (3.1) представляет  собой разность  фаз, на кото-

рую смещение   точки  на расстоянии  х отстает  по фазе от смещения  начальной  
точки  (х = 0). Эту разность  можно написать  и в другой форме  

22х x xkx
T
ππ

ω
υυλ

=== . 

Отношение  2π
λ

, обозначенное буквой k,  называется волновым числом:  

       2k πω
λυ

== .                                                  (3.4) 

Волновое число показывает , сколько длин волн укладывается на расстоя-
нии 2π  метров. Эта величина аналогична циклической частотой ω , которая 
показывает, сколько периодов укладывается в промежутке времени, равном 2π  
секунд. 

Введя волновое число, можно придать уравнению волны (3.1) симметрич-
ный вид: 

   (,)cos()cos()cos() xxtAtAtxAtkx ω
ξωωω

υυ
=−=−=− .         (3.5) 

Рис.3.1. График зависимости смещения частиц ξ  от координаты х 
 
В аргументе косинуса (3.5) (фаза волны) стоят две переменные величины – 

время t  и расстояние х, что отражает сущность волнового процесса. С  одной 
стороны, каждая частица совершает колебание около своего положения равно-

x

λ

ξ
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весия. При фиксированной координате изменение смещения ξ  со временем 
происходит по гармоническому закону. С другой стороны, колебательное  дви-
жение распространяется  от частицы к частице.  

Зафиксировав время, мы рассматриваем, в каком положении находятся все 
точки волны в данный момент. Уравнение (3.5) показывает, что их расположе-
ние в пространстве также подчиняется гармоническому закону ( см. рис.3.1). 
Одно и то же значение фазы наблюдается в различных точках пространства в 
разное время. Из данного условия следует, что фаза волны в точке х1 в момент 
времени t1 будет иметь такое же значение в точке х2 в момент времени t2 : 

1122tkxtkxωω−=− . 
Из этого соотношения следует, что скорость распространения  некоторой 

фазы волны будет равна: 21

21

xx
ttk

ω
υ

−
==

−
, поэтому скорость распространения  

фазы волны называется фазовой скоростью. 
 
Электромагнитные   волны 
В основе электромагнитной  теории Максвелла лежат два положения. Пер-

вое – изменяющееся магнитное поле вызывает появление переменного  
электрического поля. И второе – всякое изменение электрического поля порож-
дает переменное магнитное поле. Взаимное образование электрических и  
магнитных полей приводит к понятию электромагнитной   волны – распростра-
нение в пространстве единого электромагнитного  поля. При этом изменение 
состояния электромагнитного  поля носит волновой характер.  

Теория Максвелла не только предсказала существование  электромагнит-
ных  волн, но и позволила установить их основные свойства. 

Скорость распространения  электромагнитной   волны определяется форму-
лой 

00

1 с
υ

εεµµεµ
== ,                                            (3.6) 

где ε  –  диэлектрическая  проницаемость ; μ – магнитная проницаемость  среды; 
μ0 – магнитная постоянная ; ε0 – электрическая  постоянная. В системе СИ 

7
0 410µπ −=⋅  Гн/м, ε0 = 8,85·10-12  Кл/(м2·Н). 

Величина 
00

1с
εµ

=  -  скорость света в вакууме с = 3⋅108 м/c. Тот факт, что 

скорость электромагнитной   волны в вакууме оказалась равной скорости света 
с, послужило основанием для вывода, что свет является электромагнитной   
волной. 

Так же из теории Максвелла следует, что электромагнитная   волна являет-
ся поперечной. Колебания векторов напряженности  электрического поля Е

r
 и 

индукции  магнитного поля В
r

 происходит в направлении, перпендикулярном  
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направлению распространения  волны, т.е. вектору скорости υ
r . Более того, век-

торы Е
r

 и В
r

 перпендикулярны  друг другу. Таким образом, векторы Е
r

, В
r

 и υ
r  

взаимно перпендикулярны  и образуют правовинтовую систему (рис.3.2). 

Рис.3.2. График электромагнитной  волны 
 
В электромагнитной   волне векторы Е

r
 и В

r
 всегда колеблются в одинако-

вых фазах. Это значит, что колебания Е
r

 и В
r

 одновременно достигают  
максимума и одновременно обращаются  в нуль. Или, для данного фиксирован-
ного момента времени, значения Е

r
 и В

r
 в одних и тех же точках достигают 

максимума и в одних и тех же точках обращаются в нуль. 
Распространение  плоской электромагнитной  волны вдоль оси х описыва-

ется уравнениями, сходное с уравнением упругой плоской волны (3.1): 

cos()m
xЕ Et ω
υ

=−  и cos()m
xBBt ω
υ

=− ,                      (3.7) 

где mE  и mB  - амплитудные значения напряженности  электрического поля Е
r

 и 
индукции  магнитного поля В

r
 соответственно . 

Энергетические характеристики  волнового движения 

При распространении  упругой волны в колебательное движение приходят 
все новые и новые слои среды. Следовательно, волновое движение приводит к 
переносу энергии из одной части пространства в другие. Количественной  ха-
рактеристикой перенесенной энергии является поток энергии.  

Потоком  энергии Φ  волны называется   количество энергии, переносимое  
через некоторую поверхность  в единицу времени. Единицей потока энергии 
волны в системе СИ является ватт (Вт). Поток  энергии в разных точках среды 
может иметь различные значения. Для характеристики течения энергии в раз-
ных точках пространства вводят понятие плотности потока энергии. 

B

E

υ
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Плотность потока энергии j – это физическая величина, численно равная 
энергии W∆ , переносимой в единицу времени t через единичную площадку S, 
помещенную в данную точку, перпендикулярно  направлению  распространения  
волны: 

      Wj
tS
∆

=
∆⋅∆

.                                                  (3.8) 

Единицей плотности потока энергии волны в системе СИ является ватт на 
квадратный метр (Вт/м2). 

Плотность потока энергии j связана с объемной плотностью энергии вол-
ны w (это энергия, приходящаяся на единицу объема пространства) и фазовой 
скоростью распространения  волны υ : 

jw υ= .                                                  (3.9) 

Среднее по времени значение плотности потока энергии называют интен-
сивностью волны I. Интенсивность волны равна произведению  среднему по 
времени значению объемной плотности энергии w〈〉  на фазовую скорость рас-
пространения волны υ : 

        Iw υ=〈〉 .                                                (3.10) 

Энергетические характеристики, приведенные  для упругих волн, справед-
ливы и для  электромагнитных   волн. 

 
 
 
 
 
Контрольные вопросы по теме “ Волны ” 
 
1. Что называется волной? 
2. Какие волны называются продольными? 
3. Какие волны называются поперечными? 
4. В какой среде могут распространяться  продольные и поперечные вол-
ны? 
5. Получите уравнение плоской волны. 
6. Что называется фазой волны? 
7. Дайте определение волновой поверхности . 
8. Какой волновой процесс  называется плоской волной? 
9. Какая волна называется сферической? 
10. Дайте определение длины волны. 
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11. Запишите соотношения между длиной волны, циклической частотой, 
частотой и периодом волны. 

12. Что называется волновым числом? 
13. Каков график зависимости смещения  частиц  от координаты?  
14. Почему скорость распространения  фазы волны называется фазовой 

скоростью? 
15. Сформулируйте основные положения  электромагнитной  теории Мак-

свелла?  
16. Что называется электромагнитной   волной? 
17. Запишите формулу для скорости распространения  электромагнитной   

волны. 
18. Что послужило основанием для вывода, что свет является электромаг-

нитной  волной? 
19. Электромагнитная   волна является продольной или поперечной? 
20. Каков график электромагнитной   волны? 
21. Запишите уравнение плоской электромагнитной  волны. 
22. Дайте определение потока энергии. 
23. Какова единица измерения потока энергии волны в системе СИ?  
24. Что называется плотностью потока энергии? 
25. Какова единица измерения плотности потока энергии волны в системе 

СИ?  
26. Как связаны плотность потока энергии с объемной плотностью  энергии 

волны и фазовой скоростью распространения  волны? 
27. Что понимают под интенсивностью волны? 
28. Запишите формулу для интенсивности  волны. 
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1. Геометрическая оптика 

Законы геометрической  оптики. Длительный процесс исследования  
свойств света позволил разрешить важнейший методологический  вопрос – во-
прос о его природе.  С созданием теории электромагнитного  поля Дж. К. 
Максвеллом стало ясно, что свет представляет собой электромагнитную  волну. 
Волновой характер света проявляется в таких физических явлениях, как интер-
ференция и  дифракция.  

Вместе с тем дальнейшие исследования , проведенные в конце XIX в. и 
первой половине XX в., показали, что данные  представления  не полностью от-
ражают суть природы света. Было открыто множество доказательств более 
сложных представлений о природе света, чем просто электромагнитной  волне.  
Тепловое излучение, внешний фотоэффект ,  эффект Комптона, опыты Боте, Ва-
вилова и многие другие показали, что свет подобен частице, названной 
фотоном. Таким образом, было твердо установлено, что свет обладает двойст-
венной природой. В одних явлениях проявляются  волновые свойства света, в 
других – корпускулярные . Говорят, что свет обладает корпускулярно–
волновым дуализмом. Чем больше частота света, тем в большей степени прояв-
ляются корпускулярные ( квантовые) свойства света. С уменьшением частоты 
на первый план выступают волновые свойства света.  

Раздел физики, в котором изучаются явления на основе  представлений  о 
свете как электромагнитной волне, называют волновой оптикой. Представления  
о свете как потоке частиц (фотонов) лежат в основе квантовой оптики. 

Основной задачей волновой оптики является установление закономерно-
стей распространения световых волн в прозрачных средах и взаимодействия  
света с веществом. При этом под световыми волнами понимают электромаг-
нитные волны, длина волны которых лежит в пределах от 900 нм 
(инфракрасные волны) до 0,1 нм (мягкие рентгеновские волны). 

Строгое решение этих задач возможно на основе решения уравнений Мак-
свелла. Анализ особенностей распространения световых волн на основе 
принципа Гюйгенса – Френеля (см. раздел «Дифракция световых волн»)  пока-
зывает, что ввиду малости длины волны света законы оптики можно 
формулировать на языке геометрии с использованием понятия светового луча. 
Под световым лучом будем понимать те направления в пространстве, вдоль ко-
торых распространяется энергия световой волны. Раздел оптики, в котором 
распространение света рассматривается на основе понятия световых лучей, на-
зывают геометрической оптикой.  

Прежде чем перейти к ее рассмотрению, дадим определение абсолютного 
показателя преломления света. Известно, что скорость света в среде  v меньше 
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скорости света в вакууме c. Величину равную, vnc=   называют абсолютным 
показателем преломления  света в данной среде. Если вдоль произвольного   на-
правления в среде величина n не изменяется, среду называют оптически 
однородной; если n остается одинаковой в различных направлениях  среда на-
зывается изотропной. В данном разделе мы будем рассматривать однородные 
изотропные среды.  

В основе геометрической  оптики лежат следующие законы1. 
• Принцип суперпозиции  световых лучей. Взаимное пересечение  световых 

лучей не изменяет свойств лучей и не влияет на направление их дальнейшего 
распространения . 

• Закон прямолинейности  распространения  световых лучей. В оптически 
однородной и изотропной среде свет распространяется  прямолинейно 

• Принцип обратимости  световых лучей. Луч, испущенный  в обратном 
направлении, проходит те же точки пространства , что и луч, прошедший в пря-
мом направлении.  

• Закон отражения. Луч, падающий на границу раздела двух сред АВ, 
луч, отраженный от нее и нормаль CD к границе раздела сред лежат в одной 
плоскости, при этом угол падения α равен углу отражения β, (см. рис. 4.1):  

α = β                                                            (4.1) 
• Закон преломления световых волн. Луч, падающий на границу раздела 

двух сред АВ, луч, преломленный  и нормаль  CD к границе раздела сред лежат 
в одной плоскости, отношение синуса угла падения к синусу угла преломления  
есть величина постоянная для данных двух сред (см. рис. 4.1):  

2
1,2

1

sin
sin

nconstn
n

α
γ

=== ,                                          (4.2) 

где 122,1, и nnn  – соответственно  абсолютные показатели преломления  первой и 
второй сред и относительный показатель преломления  второй среды относи-
тельно первой. 

n2

n1

A B

C

D

1 2

3
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Рис . 4.1.Отражение и преломление световых  лучей на плоской  границе раздела сред .  

                                         
1 В основу геометрической оптики может быть положен принцип Ферма: свет распространя-
ется по такому пути, для прохождения которого ему требуется минимальное время. 
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Оптические системы. Основу многих оптических приборов составляют 
плоские поверхности, призмы, сферические зеркальные и прозрачные поверх-
ности. Опираясь на законы геометрической оптики можно с помощью 
геометрических построений или аналитически  определить ход лучей через оп-
тические системы.  

Рассмотрим закономерности распространения  света через сферические 
поверхности. Пусть на пути светового  луча, распространяющегося  в среде с по-
казателем преломления n1,  встречается оптическая среда с показателем 
преломления n2. Граница раздела этих сред  S имеет форму сферы радиуса R, 
см. рис. 4.2.  

.* .
Рис. 4.2.

L

n1 n2

S

o' o L'

α

ϕ

γ

β.
А

Преломление световых лучей на сферической 
поверхности.                                                         

Пусть свет идет от точечного источника света L вправо. Для построения 
изображения этой точки следует взять два луча. Один возьмем вдоль оптиче-
ской оси О'O, другой – луч LA. Точка О – центр кривизны поверхности S. В 
соответствии с законом преломления получаем изображение   L' точки L на пе-
ресечении лучей LL' и AL' . Для получения уравнения, определяющего ход 
лучей через сферическую границу раздела, будем полагать, что в формирова-
нии изображения  точки L  принимают участие только лучи, идущие под 
малыми углами φ к главной оптической  оси.  Такие лучи называют параксиаль-
ными. В этом приближении  

LO'  ≈ LA,  AL'  ≈  O'L'.                                              (4.3) 

Используя теорему синусов для треугольников LAO и OAL', получим соот-
ветственно: 

0sin(180)sin ;
sinsin

LO
LA

αα
ϕϕ

−
==   и  

'0

'

sin(180)sin .
sinsin

AL
OL

ϕϕ
γγ

−
==               (4.4) 

Умножая почленно выражения (4.4) и подставляя длины отрезков с учетом 
правила  знаков  (см. с. 133) и  обозначений : LO' ≈ LA = – a 1 ,  AL' ≈ O'L' = a 2,  
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OA = OS = R,  LO = -a 1+ R,  OL' = a 2 – R, после  простых  преобразований  
получим : 

12
12

1111 .nn
aRaR


−=−


                                          (4.5) 

Формулу (4.5) для удобства дальнейшего применения можно преобразо-
вать к виду: 

1212

12

.nnnn
aaR

−
−=                                                 (4.6) 

Из формулы (4.6) видно, что при заданных значениях абсолютных показа-
телей преломления   сред n1 и n2 и радиусе кривизны поверхности R расстояние 
а2 зависит  только от а1. Это означает, что гомоцентрический ( исходящий из 
одной точки) параксиальный  пучок сферической поверхностью  преобразуется  
также в гомоцентрический  параксиальный   пучок.  

Формула (4.6) охватывает все основные случаи преломления света на сфе-
рических поверхностях. Используя правило знаков, можно данную формулу 
применить для выпуклой поверхности ( R > 0) или вогнутой поверхности  ( R < 
0). Если а2 > 0, то изображение получается  справа от поверхности и считается 
действительным, при а2 < 0, изображение получается по ту же сторону, что и 
предмет и является мнимым. Формулу (4.6) можно применить и для сфериче-
ского зеркала. В этом случае следует положить n2 = – n1. Рекомендуем ее 
получить в качестве упражнения самостоятельно . Формула (4.6) справедлива 
также и для плоского зеркала, для этого в ней следует положить R = ∞. 

Центрированные  оптические системы .  Преломление в линзе. Случай 
преломления на одной сферической поверхности  сравнительно редок. Реальные 
оптические системы имеют несколько преломляющих  поверхностей, центры 
которых лежат на одной прямой называемой главной оптической осью систе-
мы. Такая система называется  центрированной.  

Простейшим, но практически важным случаем центрированной  оптиче-
ской системы является система из двух сферических поверхностей, 
ограничивающих прозрачный хорошо преломляющий материал от окружаю-
щей среды, обычно воздуха. Такая система называется линзой.  

По аналогии с предыдущей задачей рассмотрим  задачу о преломлении  
света на тонкой линзе. Линза называется  тонкой, если расстояние между вер-
шинами сферических поверхностей  d – толщина линзы, намного меньше 
радиусов кривизны поверхностей  R1 и R2.  

Преломление в линзе можно рассматривать  как процесс последовательного  
прохождения света через две сферические поверхности. В таком случае для ка-
ждого из этих моментов можно применить последовательно  формулу (4.6). 
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Первая поверхность с радиусом кривизны R1, см. рис. 4.3, создала бы без вто-
рой поверхности изображение Lo, отстоящее от вершины первой поверхности  
на расстоянии  а. На рис. 4.3 толщина линзы d для наглядности увеличена в 
сравнении с радиусами кривизны.  

. . ..* * *

R1

R2

L'

L Lo

a1 a2

a
d

Рис. 4.3.

n1 n1

n2

К выводу формулы тонкой линзы.
 

Уравнение (4.6) для первой поверхности запишется в виде: 
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.nnnn
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−
−=                                                 (4.7) 

Для второй поверхности  изображение Lo как бы является мнимым источником 
света. Вторая поверхность дает изображение этого источника в точке L' на рас-
стоянии а2. Применение формулы (4.6) для этой поверхности дает выражение: 
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.nnnn
aaR

−
−=                                                  (4.8) 

При записи формул (4.7–4.8) мы учли, что линза по обе стороны окружена од-
ной и той же средой. Складывая почленно выражения  (4.6) и (4.7) и вводя 
относительный показатель преломления 2,121nnn= , получим: 
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                                        (4.9) 

Формула (4.9) является пригодной для линз любого типа: выпуклых, во-
гнутых, плосковыпуклых  и других. Ее также можно использовать для зеркал 
разного типа. При использовании формулы (4.9) для каждого конкретного слу-
чая следует учитывать правило знаков, изложенное на странице 133.  
 

Фокусные расстояния и оптическая сила  тонкой линзы. Из формулы 
(4.9) вытекает важное следствие. Если светящаяся  точка удаляется от линзы, то 
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ввиду постоянства правой части этого уравнения, изменяется  расстояние  от 
линзы до изображения . При а1 → –  ∞ для а2 получаем: 

22
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nRR

==
−−                                       (4.10) 

В силу обратимости  световых лучей, если а2 →  ∞, то для а1 имеем: 
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Расстояния, определяемые формулами (4.10) и (4.11), определяют поло-
жения переднего и заднего фокусов, а также фокусные расстояния линзы. Из 
этих формул видно, передний и задний фокусы находятся на одинаковом рас-
стоянии от линзы. Заметим, что данный вывод был получен нами при условии, 
что линза спереди и сзади окружена одной и той же средой. Если спереди лин-
зы и сзади линзы находятся разные среды, то  

1212 .ffnn =−  

Из формулы (4.9) следует еще один вывод: чем больше правая часть этой 
формулы, тем меньше будет значение а2 при одном и том же значении а1, т.е. 
изображение будет ближе к линзе. Следовательно, правая часть формулы (4.9) 
является мерой преломляющей способности  данной линзы, чем она больше, 
тем сильнее преломляются  линзой лучи, и называется она оптической силой 
линзы D:  
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                                         (4.12) 

Из сравнения формул (4.10 –4.12) видно, что оптическая сила линзы D об-
ратно пропорциональна фокусному расстоянию  f:   

1.Df=                                                       (4.13) 

Единицей измерения оптической силы, как следует из формулы (4.13), 
служит величина, равная  1 м-1.  Она носит название  диоптрии (сокращенно  – 1 
дптр). 1 дптр – это оптическая  сила линзы, фокусное расстояние которой равно 
1 м. 
 

Контрольные вопросы по теме «Геометрическая  оптика» 
1. Дайте понятие светового луча.  
2. Сформулируйте  законы преломления и отражения световых лучей. 
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3. Каков физический смысл абсолютного показателя преломления данной 
оптической среды? 

4. Что называется относительным показателем  преломления двух сред? 
5. В чем заключается сущность принципа суперпозиции  световых лучей? 
6. Какая среда называется оптически однородной, оптически изотропной, 

оптически анизотропной? 
7. Что называется центрированной оптической системой? Приведите 

примеры центрированных  оптических систем. 
8. Постройте  примерный ход лучей через границу «стекло – воздух» при 

распространении света из стекла в воздух. 
9. Что называется передним, задним фокусами линзы? 
10. Что называется оптической силой линзы? Укажите единицы ее изме-

рения в системе СИ. 
11. Какова оптическая сила системы из двух тонких линз, одна из кото-

рых имеет оптическую силу 5 дптр, другая оптическую силу  -3 дптр? 
12. От каких факторов зависит оптическая сила линзы? 
13. Изменится  ли оптическая сила линзы, если ее перенести из воздуха в 

воду, если изменится, то как? 
14. Сформулируйте  правило знаков, используемое при выводе формулы 

тонкой линзы. 
15. Постройте  изображение светящейся точки, даваемое собирающей 

линзой. Точка находится на главной оптической оси между фокусом и  линзой. 

 

2. Интерференция световых волн 

Общие сведения. Одним из важнейших доказательств  волновых свойств 
света служит явление интерференции . Интерференцией называют   закономер-
ное усиление световых волн в одних точках пространства и их ослабление в 
других, не зависящее от времени и возникающее  при наложении двух или не-
скольких когерентных волн. При наложении двух когерентных  волн говорят о 
двулучевой интерференции , если имеет место наложение нескольких когерент-
ных волн, то говорят о многолучевой интерференции . В данном пособии мы 
ограничимся рассмотрением  двулучевой интерференции . 

При анализе  процессов  распространения   и  взаимодействия света с ве-
ществом основную роль играет электрическая компонента световой волны.  
Поэтому в дальнейшем будем связывать со световой волной вектор напряжен-
ности электрического поля  E

r
, который называют по этой причине световым 

вектором. Интенсивность световой волны с точностью до постоянного множи-
теля пропорциональна  квадрату модуля световой волны. 
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Анализ двулучевой интерференции проведем на основе рассмотрения двух 
идеализированных источников света. Суть идеализации заключается в следую-
щем: будем считать источники света точечными, а испускаемые ими волны 
строго монохроматическими. Затем укажем, к чему приводит отказ от указанных 
идеализаций.  

Пусть каждый из источников испускает соответственно  монохроматиче-
ские  волны, определяемые уравнениями: 

1111122222sin()   и  sin() ooEEtkrEEtkrωω=−=− ,            (5.1) 

где Ео1, Ео2, ω1,  ω2,  k1, k2 – соответственно амплитуды, частоты  и модули вол-
новых векторов волн, а r1 и r2 –  расстояния от первого и второго источников 
света  до точки пространства N, в ко-
торой налагаются данные волны, см. 
рис. 5.1. При этом для идеально  мо-
нохроматических  волн можно  
положить  начальные  фазы равными  
нулю, ибо такая волна не имеет ни 
начала, ни конца.  

Проанализируем  эффект нало-
жения этих волн вначале  графически  
с помощью  метода  векторных  диа-
грамм, а затем аналитически . В обоих случаях результирующую  волну опреде-
лим на основе принципа суперпозиции волн:  

12 .oooEEE=+
rrr

                                                (5.2) 

Результат графического сложения волн представлен на рис. 5.2, ось ОХ 
определяет начало отсчета фаз колебаний в точке наложения волн.  

На рис. 5.2 фазы колебаний налагаемых  волн в точке N обозначены соот-
ветственно буквами Ф1 и Ф2.  

Разность фаз этих волн равна: 

21212211 ()()ФФ tkrkrωω−=−⋅−− .                                 (5.3) 

Из соотношения (5.3) видно, что фазы колебаний волн в точке N с течени-
ем времени изменяются , поэтому результирующий  вектор oE

r
, см. рис. 5.2, при 

разных  циклических  частотах будет изменяться вследствие изменения угла 
(Ф2  - Ф1) между векторами 01E

r
 и  02E

r
.  

Из соотношения (5.3) также следует, что при ω1 = ω2 разность фаз (Ф2 - Ф1) 
в рассматриваемой точке пространства остается неизменной, а параллелограмм, 
образованный векторами 01E

r
 и 02E

r
, будет оставаться также неизменным, а следо-

*

*

E1

E2

S1

S2 ϕ

r1

r2
N

Рис. 5.1.

E2E1

ϕ

Сложение световых  волн от двух   
источников   S1 и S2.                        
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вательно, вектор oE
r

 будет постоянным. Это означает, что интенсивность света в 
точке N со временем не изменяется.  

Таким образом, мы приходим к выводу, что при наложении идеально мо-
нохроматических  волн в некоторой точке пространства результирующая волна 
может иметь либо постоянную интенсивность, либо со временем ее интенсив-
ность будет изменяться.  В слу-
чае постоянства  амплитуды 
результирующей  волны при ус-
ловии равенства частот 
налагаемых волн говорят, что 
имеет место их интерференция .  

Рассмотрим  это явление 
подробнее аналитически. Будем 
также исходить из условия  
(5.2). При этом будем учитывать, что световые волны являются поперечными и 
их интерференция  возможна лишь при условии, что направления колебаний 
световых векторов происходят  вдоль одного или близких направлений. Из это-
го требования вытекает также условие, чтобы в случае наложения волн с 
произвольной ориентацией плоскостей колебаний в пространстве относительно 
вектора скорости света угол φ между направлениями  распространения  волн, см. 
рис. 5.1, был мал. Будем по-прежнему считать источники света точечными, а 
излучаемые ими волны не идеально монохроматическими .  

Уравнения колебаний возбуждаемых этими волнами в произвольной  точке 
наблюдения  N в этом случае запишем в виде:  

111111222222sin()   и  sin(+),ooEEtkrEEtkr ωαωα=−+=−          (5.4) 

где α1 и α2  – начальные фазы колебаний, создаваемые каждой волной в точке 
наблюдения N. 

 Практически все приемники света, и в первую очередь глаз, оценивают 
интенсивность волны, а не ее амплитуду. Поэтому для дальнейшего анализа яв-
ления перейдем к энергетическим величинам, т.е. интенсивности . Для этого 
возведем в квадрат уравнение (5.2): 

222
1212 2oooooEEEEE=++⋅⋅

rrrrr
                                       (5.5) 

и, учитывая связь между напряженностью  волны и ее интенсивностью, а также 
свойство инерционности  приемников излучения, получим: 

.121221
0

12cos(),резIIIII ФФ dt
τ

τ
=++⋅⋅− ∫                         (5.6) 

О ХЕо1

Ео2

Ео

Ф1

Ф2

Ф2-Ф1

Рис.5.2.

γ

Определение результирующей амплитуды Ео 
методом векторных диаграмм.                         
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где I рез., I 1, I 2 – соответственно  интенсивность результирующей  волны и волн, 
налагаемых в точке наблюдения; τ – время усреднения, связанное со случайным  
изменением разности фаз и определяемое инерционностью  приемника  излуче-
ния. Разность фаз (Ф2 - Ф1) в данном случае  равна:  

2121221121()()()()ФФ tkrkrωωαα−=−⋅−−+− .                      (5.7) 

Отметим, что инерционность приемника излучения заключается  в его 
способности фиксировать как отдельные , быстро изменяющиеся сигналы, в 
данном случае интенсивность  результирующей  волны. Например, для глаза 
сигналы, изменяющиеся с частотой 25 Гц и более, воспринимаются  как посто-
янные, неизменные, что соответствует времени инерционности  глаза порядка 
τин. = 0,04 с. Существуют приемники, например фотоумножители, с существен-
но меньшим временем инерционности. Поэтому при усреднении интенсивности  
в выражении (5.6) время усреднения τ выбирают существенно бόльшим τин. 

Из выражения (5.7) видно, что случайные изменения  разности фаз в дан-
ной точке наблюдения связаны с различием частот налагаемых волн, а также со 
случайным изменением начальных фаз волн α2 и α1. Если разность фаз (Ф2 - Ф1) 
изменяется случайным образом, то интеграл в выражении (5.6)  за время усред-
нения τ равен нулю и интенсивность  результирующей  волны в этой или любой 
другой точке пространства , где накладываются  данные волны, будет равна: 

.12 .резIII =+  

Это означает, что в данной точке складываются интенсивности  волн, и 
явление интерференции  не имеет места.  

Ситуация изменяется , если разность фаз (Ф2 - Ф1) = const.  Из формулы 
(5.7) следует, что разность фаз не будет зависеть от времени, если ω1 = ω2, а 
разность начальных фаз (α2 - α2)  2 = const. В этом случае выражение (5.6) при-
нимает вид:   

.121221 2cos().резIIIII ФФ=++⋅⋅−  

При этом наибольший интерес представляют два случая. Первый – когда 
разность фаз налагаемых волн удовлетворяет условию: 

                                         
2 Разность начальных фаз может оставаться постоянной, если в точке наблюдения налагают-
ся волны, принадлежащие одному и тому же цугу волн. Под цугом волн понимают волны, 
испущенные атомами в один и тот же момент времени за время испускания ими света, кото-
рое длится примерно 10 -8 с.  Кроме того, в каждом цуге будет одинаковым и направление 
колебаний. 
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(Ф2 - Ф1) = 2kπ,                                                (5.8) 
где k = 0, 1, 2, 3 … . В этом случае интенсивность результирующей  волны опре-
деляется выражением: 

.1212 2.резIIIII=++⋅                                           (5.9) 

Из формулы (5.9) следует, что при этом условии в данной точке простран-
ства интенсивность результирующей  волны больше суммы интенсивностей  
налагаемых волн.  

Второй случай соответствует разности фаз, равной нечетному числу π: 

(Ф2 - Ф1) = (2k+1)π.                                        (5.10) 
При этом условии  интенсивность результирующей  волны определяется  

выражением: 

.1212 2.резIIIII=+−⋅                                        (5.11) 

Из него следует, что при условии (5.10) интенсивность результирующей  
волны в точке наложения оказывается  меньше суммы интенсивностей  налагае-
мых волн. 

Таким образом, интенсивность света в некоторых точках пространства  
может быть больше суммарной интенсивности  налагаемых волн или меньше в 
зависимости от разности фаз налагаемых волн в этой точке пространства. При-
чем этот эффект не зависит от времени. В этом и состоит сущность явления 
интерференции  световых волн.  

В силу закона сохранения и превращения энергии при интерференции  
происходит перераспределение  энергии световых волн таким образом, что об-
щая энергия  налагаемых волн в данном объеме пространства остается 
неизменной.  

Формулы (5.9) и (5.11) могут быть записаны в эквивалентной  форме через 
значения амплитуд волн в виде:  

.12 ,рез ooEEE=±
rrr

                                             (5.12) 

где знак минус соответствует условию ослабления волн, знак плюс – условию  
усиления волн. Отсюда следует вывод, что при интерференции световых волн 
суммируются амплитуды световых волн, но не их интенсивности.  

В практических расчетах явления интерференции  часто оказывается более 
удобным условия усиления (5.9) и ослабления (5.10) выражать через геометри-
ческую или оптическую разность  хода. Геометрическая  разность хода 
определяется разностью путей, проходящих каждым из световых лучей до точ-
ки, где эти лучи налагаются, см. рис. 5.1: 
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21 .rrr∆=−                                                   (5.13) 

Переход  от разности  фаз  к разности  хода  осуществляется  на основе  
соотношения : 

2
rФ π

λ
∆

∆=⋅ ,                                                (5.14)  

т.к. разность хода λ  соответствует разности фаз 2π, где λ – длина волны света в 
данной среде.  

 Если среда неоднородна, то на разных участках λ не одинакова. Условия 
усиления и ослабления света через разность фаз ( при α2 - α1 = const ) с учетом 
различия сред запишутся в виде:  

212211
2211

21

2222 2,
oo

rrrnrnkrkrk ππππ
π

λλλλ
−=−=−=                 (5.15)         

212211
2211

21

2222 (21),
oo

rrrnrnkrkrk ππππ
π

λλλλ
−=−=−=+              (5.16) 

 

где  0
12

12

;; o

nn
λλ

λλ==   λo –  длина волны света в вакууме. 

С учетом  оптической разности хода условия усиления и ослабления волн 
соответственно  принимают вид:   

2211 ,onrnrk λ−=                                               (5.17) 

2211 (21)
2

onrnrk λ
−=+⋅ .                                       (5.18) 

Таким образом, в случае неоднородных сред условие усиления света через 
оптическую разность хода выражается  следующим образом: если разность   
оптических путей двух когерентных волн кратна длине волны света в вакууме, 
то в данной точке пространства  будет усиление света.  Аналогичным обра-
зом формулируется  и условие ослабления  волн. 

Теперь учтем условия идеализации. Все реальные источники не являются 
точечными, их поверхности  представляют  собой совокупность  очень большого 
числа  светящихся точек. Кроме того, каждые источники света  не являются 
строго монохроматическими  3. Первое условие, как видно из рис. 5.1, наклады-
                                         
3 Оптические квантовые генераторы света обладают высокой монохроматичностью, для них 
ширина линии излучения  Δλ, измеренная на половине высоты максимума, соответствует ус-
ловию: Δλ/λ << 1. 
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вает ограничение на угловой размер, под которым виден источник света из точ-
ки наблюдения.  

 Второе условие не является столь очевидным, но из физических сообра-
жений можно заключить, что при малой монохроматичности  излучения 
небольшое изменение оптической разности  хода налагаемых волн несущест-
венно скажется на изменении интенсивности результирующей  волны. Это в 
свою очередь уменьшит контраст интерференционной картины и  даже может 
привести к  отсутствию интерференционного  эффекта. 

Для  учета размеров источника света  и его немонохроматичности  вводят 
понятие  временной и пространственной  когерентности 4. Как видно из преды-
дущего, угловые размеры источника накладывают  ограничения на возможность  
наблюдения  интерференции  от данного источника. Немонохроматичность  из-
лучения также ограничивает  возможность наблюдения интерференции  от 
данного источника. С размерами источника связано понятие пространственной  
когерентности, с немонохроматичностью  излучения – понятие временной коге-
рентности.  

Отметим некоторые особенности интерференции световых волн от немо-
нохроматических  источников света, например ламп накаливания, испускающих  
сплошной спектр. В этом случае интерференционная  картина будет представ-
лять собой чередование цветных полос, причем полной темноты не будет 
нигде, т.к. места минимумов для одной длины волны совпадают с местами мак-
симумов для другой. 

 
Методы наблюдения интерференции  световых волн. При рассмотре-

нии явления интерференции  следует выделить три основных вопроса:  
1) каким способом получены когерентные  волны в данном конкретном 

опыте; 
2) где локализована  интерференционная  картина в данном опыте; 
3) какова форма интерференционных  максимумов. 
Рассмотрим эти задачи подробнее. Два реальных нелазерных источника 

излучения не могут дать интерференции , даже если частоты их излучения близ-
ки, поскольку излучение каждого источника обусловлено несогласованным  
излучением атомов этих источников, в силу чего разность начальных фаз, а 
следовательно, и фаз обоих источников, будет изменяться произвольным обра-
зом, что и приводит к нарушению условия, при котором возможно явление 
интерференции .   

                                         
4 См.: Савельев И. В. Курс общей физики: В 3-х т. Т. 2: Электричество и магнетизм. Волны. Оптика: 
Учеб. пособ.–2-е изд. перераб. — М.: Наука,1982. – 496 с. (§ 120). 
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Для осуществления интерференции  с обычными, нелазерными, источни-
ками  света  существуют два  основных метода  получения  когерентных  волн:  
метод деления волны по фронту и метод деления волны по амплитуде.  

В первом  методе  когерентные  волны  получают  с помощью  оптического  
устройства , позволяющего  разделить  пучок  света , идущего  от одного  реаль-
ного источника  света , на два пучка. При последующем  наложении  таких  волн  
будет  иметь   место  интерференционный  эффект , т.к. при этом  встречаются  
цуги ( импульсы ) волн, испущенные  в один  и тот же момент  времени  ( см. 
ссылку  2).   

Примерами  первого  метода  получения  когерентных  волн являются  опы-
ты с бипризмами  и бизеркалами  Френеля , опыт Юнга и другие .  

Получение  когерентных  волн  по методу  деления  волны  по амплитуде  
реализуется  в  опыте  с кольцами  Ньютона , при интерференции  в тонких  
пленках  и пластинках  и др.  

В качестве  примера  реализации  первого  метода  рассмотрим  опыт , 
предложенный  ирландским   физиком  Х. Ллойдом  в 1837 году . В этом  мето-
де в качестве  устройства , разделяющего  фронт  волны  на два, служит  
плоское  зеркало .  

На рис. 5.3 представлена  оптическая  схема этого опыта. От точечного  ис-
точника света S распространяется  сферическая  волна. Часть ее фронта , 
ограниченная  лучами  1 и 2, попадает  на экран Э непосредственно , а вторая  
попадает  на экран вследствие  отражения  от зеркала  З, и исходит  как бы от 
второго  источника  света  S′, являющегося  мнимым  изображением  источника  S.  

Таким  образом , в месте  наложения  ( это область  A – B  экрана ) встреча -
ются  волны, идущие  от одного  и того же реального  источника , и, 
следовательно , принадлежащие  одному  и тому  же цугу волн , имеющие  один 
и тот же характер  поляризации . Эти волны  будут  когерентными  и при нало-
жении  дадут на экране  Э интерференционный  эффект .   

Расчет  разности  хода для подобной  схемы  приведен  в задаче  7.1. 
Пример  получения  когерентных  волн  путем  деления  световой  волны  по 

амплитуде  иллюстрируется  схемой ,  представленной  на рис. 5.4. Луч света  
1о,. падающий  на границу  раздела  АС плоскопараллельной  пластинки , разде-
ляется  на два луча: AD и AB. От прозрачного  диэлектрика  отражается  
примерно  5% энергии , остальная  часть  энергии  проходит  до его нижней  по-
верхности . В точке  В, а затем  С луч испытывает  отражение  и преломление .  

В результате  указанных  процессов  образуются  две пары когерентных  
лучей :  1–2 и 3–4.  

На рисунке  около  каждого  из лучей  указана  примерная  процентная  до-
ля в их интенсивности , относительно  интенсивности  первичного  луча . Пара  
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лучей  1–2 имеет  примерно  равную  интенсивность , а пара  3–4 – существенно  
отличающуюся , поэтому  при наложении  первой  пары  контраст  картины  – 
разница  между  интенсивностью  в минимуме  и максимуме , будет  высокой , а 
во втором  случае  – достаточно  малой . Поэтому  в данном  методе  получения  
когерентных  световых  волн  предпочтительно  наблюдать  интерференцию  в 
отраженном  свете .  

*

Э

З

s

Рис.5.3. Получение когерентных волн  методом    
деления фронта волны . Схема опыта Ллойда.  
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Рис. 5.4.  Получение   когерентных волн путем 
       деления  волны по  амплитуде. 
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Поскольку интерферирующие  лучи 1–2, при условии, что пластинка плос-

копараллельная, будут параллельными , то  интерференционная  картина будет 
локализована на бесконечности , и для ее наблюдения следует использовать со-
бирающую линзу. В фокальной плоскости этой линзы и будет наблюдаться 
интерференционный  эффект.  

Если пленка будет клиновидной, то интерференционная  картина будет ло-
кализована на поверхности пленки, где интерферирующие  лучи пересекаются . 

Форма интерференционных  полос определяется  геометрическим местом 
точек пространства, для которых оптическая  разность хода будет одинаковой. 
Так для клиновидной пленки интерференционная  картина будет в виде поло-
сок, параллельных ребру клина.  

Для получения уравнений, определяющих условия усиления и ослабления 
волн при интерференции   света  в тонкой пластинке (рис. 5.4) определим опти-
ческую разность лучей 1 и 2. Отметим, что геометрическая разность хода лучей 
определяется между точками фронта волны до ее разделения и после ее разде-
ления. Поскольку в рассматриваем  примере лучи 1 и 2 параллельны, то фронт 
волны после разделения перпендикулярен  этим лучам и определяется  точками 
отрезка DC. 

Как видно из рисунка, геометрическая  разность хода данных лучей равна:   
()rABDCAD∆=+− .                                           (5.19) 
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При нахождении оптической разности  хода учтем два обстоятельства :  
1) лучи 1 и 2 распространяются  в разных оптических средах, первый толь-

ко в среде с абсолютным показателем  преломления n1,  второй – только в 
пластинке с абсолютным показателем преломления  n2,  

2) первый  луч отражается  от оптически  более плотной  среды, поэтому  
при  его  отражении   происходит   потеря  полуволны   λ1/2. С учетом сказанного   
оптическая разность хода δ. этих лучей определяется  соотношением :  

211()[(2)]ABBCnADnδλ=+−⋅+ .                          (5.20) 

Выражая АВ, ВС AD через толщину пластинки d из рис. 5.4, получим: 

coscos
AEdABBC

γγ
=== ,  sin, 2.ADACACdtg αγ=⋅=⋅        (5.21) 

Тогда в соответствии  с условиями (5.20) и (5.21) оптическая разность хода 
δ будет определяться выражением : 

21
1

2 2sin.
cos2

dn dntg λ
δγα

γ
=−−                                    (5.22) 

Используя закон преломления света (4.2) и условие (5.22), получим вы-
ражение для оптической разности хода δ  в виде: 

222
2112sin2dnnδαλ=−− ,                                   (5.23) 

где λ1 – длина волны света в среде, окружающей пластинку, по определению  
она равна: 

1
1

11

v ,oc
nn

λ
λ

νν
===                                                (5.24) 

λо – длина волны света в вакууме. 
С учетом выражений (5.17, 5.18), (5.23,5.24) условие усиления света при 

интерференции  света от плоскопараллельной  пластинки в отраженном свете 
определяется выражением: 

222
2112sin2 oodnnnkδαλλ=−−= .                           (5.25) 

Условие ослабления в отраженном  свете  имеет вид: 
222
2112sin2(21)2. o оdnnnkδαλλ=−−=+⋅                        (5.26) 

В проходящем свете потери полуволны не происходит, поэтому условия 
усиления и ослабления в проходящем свете оказываются противоположными  
условиям усиления и ослабления  в отраженном  свете. 
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Контрольные вопросы по теме «Интерференция  световых волн» 
1. Что называется интерференцией световых волн? 
2. Какие световые волны называются  когерентными? 
3. Объясните влияние инерционности приемников световых волн на воз-

можность наблюдения с помощью них интерференции . 
4. Объясните, почему с помощью обычных, нелазерных, источников света 

невозможно получить интерференционный  эффект? 
5. Как связаны между собой амплитуда  и интенсивность световой волны? 
6. Как связаны между собой разность хода и разность фаз интерфери-

рующих световых волн?  
7. Сформулируйте  условия усиления и ослабления световых волн при ин-

терференции. 
8. Объясните, почему увеличение линейных размеров источников света 

приводит к ухудшению интерференционного  эффекта? 
9. При каких условиях имеет место интерференция  световых волн? 
10. Какими способами получают когерентные световые волны? 
11. Объясните, почему в опыте с кольцами Ньютона интерференционные  

полосы имеют вид концентрических колец? Почему с удалением от центра ин-
терференционной  картины ширина колец уменьшается, а при больших 
расстояниях от центра интерференционная  картина вообще исчезает? 

12. Каким способом получают когерентные волны в опыте Ллойда?  
13. Каким будет интерференционный  эффект, если оптическая разность  

хода равна: а) 2,5λ; б) 7λ?  λ – длина световой волны. 

3. Дифракция световых волн 

Общие сведения. Интерференция с достаточной  убедительностью дока-
зывала наличие у света волновых свойств . Вместе с тем  с позиций волновой 
теории достаточно трудно было понять закон прямолинейного распространения  
света в оптически однородной среде. Было замечено, что при распространении  
света через оптически неоднородные среды, кроме известных явлений отраже-
ния и преломления света, наблюдаются другие специфические явления, 
приводящие к отклонению световых волн от прямолинейного распространения  
и  не связанного с отражением и преломлением света. Эти явления получили 
название дифракционных  явлений. Они были известны еще в XYI – XYII вв., 
однако их объяснение  было дано лишь в XIX в. 

Под дифракцией понимают совокупность явлений, возникающих при ог-
раничении фронта световой волны и  обусловленных  волновой природой света, 
приводящих к перераспределению  интенсивности  световых волн за преградой, 
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а  также отклонению распространения  света от прямолинейного , не связан-
ному с отражением и преломлением 5.  

Ограничение фронта световой волны может быть обусловлено различны-
ми физическими факторами: отверстиями в непрозрачных экранах, границами 
раздела прозрачной и непрозрачной оптической среды, и другими резко выра-
женными оптическими неоднородностями  среды, например, атомами или 
молекулами вещества (при прохождении рентгеновских волн через кристаллы). 

Анализ  дифракционных  явлений  позволил  показать  приближенный  ха-
рактер законов  геометрической  оптики , выяснить границы  применимости  этих 
законов. Кроме того, явление  дифракции  сыграло  выдающуюся  роль, как в 
подтверждении  волновой  природы  света, так и становлении  корпускулярно -
волнового  дуализма  материи . 

Основной задачей, возникающей при решении проблемы дифракции, яв-
ляется  установление физических причин, приводящих к ее возникновению, и 
установление закономерностей  распределения интенсивности  волны за прегра-
дой. Как показал анализ явлений интерференции  и дифракции, между ними нет 
физической разницы. Оба явления заключаются в перераспределении  интен-
сивности когерентных волн в результате их суперпозиции. Перераспределение 
интенсивности, происходящее вследствие суперпозиции волн, возбуждаемых 
конечным числом дискретных когерентных источников, называют интерферен-
цией. Перераспределение же интенсивности, возникающее вследствие 
суперпозиции волн, возбуждаемых непрерывно расположенными когерентными 
источниками, исторически принято называть дифракцией. 

Различают два вида дифракции: 1) дифракция Френеля; 2) дифракция 
Фраунгофера.  

Дифракция Френеля – это дифракция, наблюдаемая в сходящихся или 
расходящихся лучах. При этом расстояния от источника света до преграды и до 
места наблюдения являются конечными. Дифракцию света, наблюдаемую в па-
раллельных лучах, называют дифракцией  Фраунгофера. Существует критерий, 
позволяющий различить, какой вид дифракции будет иметь в каждом конкрет-
ном случае.  Первый вид дифракции имеет в основном теоретический  интерес и 
служит для проверки теоретических  выводов, дифракция Фраунгофера нашла 
широкое научное и практическое применение.  

                                         
5 Отметим, что нередко в учебной литературе под дифракцией световых волн понимают оги-
бание волной препятствий, что в неполной мере отражает сущность данного физического 
явления. Так, например, при наблюдении дифракции Френеля на круглом отверстии в зави-
симости от диаметра отверстия против его центра на экране может наблюдаться либо 
минимум, либо максимум освещенности.   
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Принцип Гюйгенса–Френеля. Доказательство прямолинейности  
распространения  света. Как отмечено  выше, одной  из трудностей  волновой  
теории  было объяснение  прямолинейности  распространения  света  в одно-
родной  среде .  

Расчет амплитуды волны при дифракции на преградах, а также разреше-
ние указанной выше трудности можно выполнить на основе принципа 
Гюйгенса–Френеля, представляющего собой развитие принципа Гюйгенса на 
основе идеи Френеля о когерентности вторичных волн и их интерференции  при 
наложении. Принцип Гюйгенса–Френеля можно сформулировать  следующим 
образом: каждая точка фронта волны является источником вторичных коге-
рентных сферических волн, результат интерференции которых определяет 
интенсивность волны в любой последующий момент времени.   

Рассмотрим в качестве иллюстрации применение данного принципа для 
доказательства закона о прямолинейности  распространения  света в однородной 
среде. В общем случае расчет амплитуды волны в любой точке на основе ука-
занного принципа представляет сложную математическую задачу. В случаях, 
отличающихся симметрией, решение этой и подобных задач может быть реали-
зовано достаточно просто и наглядно на основе метода разбиения волновых 
поверхностей, предложенного Френелем.   

 Суть этого метода состоит в следующем. Пусть от точечного источника 
света  L распространяется  сферическая волна, см. рис. 6.1. Для некоторого мо-
мента времени волновая поверхность S занимает место, указанное на рисунке. 
Соединим точку S  с некоторой произвольной точкой N, из которой наблюдает-
ся процесс распространения  световой волны. Точка О есть точка пересечения 
отрезка LN с волновой поверхностью  S.  

Согласно Френелю, разобьем волновую поверхность на зоны так, чтобы 
расстояния от краев соседних зон до точки наблюдения  N отличались  на рас-
стояние, равное λ/2. 

*

S

L

N.
.o ON+λ|2

ON+2λ|2
ON+3λ|2
ON+4λ|2

Рис. 6.1.

n

Схема построения  зон Френеля.  
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При этом волновая поверхность  разбивается на зоны, имеющие форму 
сферических колец. Первая зона имеет форму сферического  сегмента. Для 
дальнейших расчетов изобразим зону Френеля с номером k в сечении, совпа-
дающим с плоскостью рисунка  (рис. 6.2). 

Согласно принципу Гюйгенса – Френеля, амплитуда волны испускаемой 
вторичным источником, в данном случае зоной Френеля с номером k, пропор-
циональна площади этой зоны Δsk и зависит от угла α между нормалью к этой 
зоне  nr  и направлением от  нее до точки наблюдения N.  

O

а 

bhk

D

Рис . 6.2. К определению  радиуса зон  Френеля rk.

NS *

b+kλ/2rk

ck

b+kλ/2

 

Из рис. 6.1 видно, что угол между нормалью nr  к волновой поверхности в 
данной зоне и направлением  распространения  волны от данной зоны до точки N  
с ростом номера зоны k монотонно увеличивается от 0 до π/2, а площадь каж-
дой зоны Δsk, как показывает элементарный расчет, остается практически 
одинаковой и равной примерно:  

1 .
()kkk

absss
ab

πλ+∆=−≈
+                                    (6.1) 

Отсюда следует, что амплитуда волны, испускаемой данной зоной Френе-
ля, монотонно убывает с увеличением номера зоны.  

Поскольку разность хода световых волн, приходящих от соседних зон, со-
ставляет λ/2, то соседние зоны создают в точке наблюдения N колебания в 
противофазе. В этом случае амплитуду результирующего колебания в точке N 
можно представить в виде ряда:  

1
.1234 ....(1).... k

рез oooookEEEEEE +=−+−++−+               (6.2) 

где k–целое число, равное 1, 2, 3, … .  
Запишем выражение (6.2) в виде:  

(2)11335
.24(1) .......

2222222
okooooook

рез oook

EEEEEEEEEEE +
+

=+−++−+++−++ 
 

 (6.2′) 
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Так  как амплитуды  колебаний  монотонно  убывают , то выражения , 
стоящие  в скобках , будут  равны  0, и для результирующей  амплитуды  полу-
чаем  выражение :   

1
. .

2
o

рез
EE ≈                                                      (6.3) 

Из формулы (6.3) следует, что действие всего фронта волны в точке на-
блюдения N для произвольного момента  времени сводится к действию всего 
лишь половины первой зоны Френеля. Из  ΔSCkD (рис. 6.2) можно определить   
радиус k-ой зоны Френеля. Используя теорему Пифагора и пренебрегая вели-
чинами второго порядка малости, получим для радиуса k-ой зоны Френеля 
выражение: 

.k
abrk

ab
λ=

+
                                                  (6.4) 

Из формулы (6.4) можно оценить радиус первой зоны Френеля для види-
мого света. Пусть λ = 0,5·10 -6 м, a = b = 1 м, тогда r1 = 0,5·10 -3 м = 0,5 мм. Таким 
образом, с учетом изложенного выше, следует, что свет от источника L в 
произвольную точку наблюдения N идет только от половины первой зоны Фре-
неля,  т.е. как бы вдоль узкого канала диаметра 0,5 мм, а это и означает, что 
свет в однородной среде распространяется  прямолинейно.  

Из этих же рассуждений следует вывод, что чем меньше радиус первой 
зоны Френеля, тем больше цилиндрический  канал, образуемый первой зоной 
Френеля, похож на луч и в пределе этот цилиндрический канал стягивается  в 
линию, являющуюся осью этого цилиндра.  

Как видно из формулы (6.4), радиус первой зоны Френеля стремится к 0 
при конечных значениях a, b и k, если λ → 0. Это и означает, что геометриче-
ская оптика является предельным случаем волновой оптики, когда λ → 0.  

Дифракция Френеля. В качестве примера дифракции Френеля рассмот-
рим дифракцию на круглом отверстии. Пусть свет от точечного источника 
света ограничивается  бесконечной непрозрачной преградой в виде плоскости, в 
которой имеется отверстие радиуса rо. Эта плоскость перпендикулярна  лучу 
света, см. рис. 6.3(а). 

Исследуем  вначале освещенность  на экране в точке N, лежащей на луче 
LN, проходящем через центр отверстия, в зависимости от числа зон Френеля, 
укладывающихся  на отверстии экрана радиуса ro. Для этого в формулу (6.4) 
вместо радиуса k-ой зоны подставим радиус отверстия, имеющегося в преграде, 
тогда получим условие, определяющее число зон Френеля, укладывающихся на 
данном отверстии: 
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2()orabk
abλ

+= .                                                    (6.5) 

Из формулы  (6.5) следует, что число зон, укладывающихся на отверстии,  
будет  конечным,  поэтому  результирующая   амплитуда  колебаний  в  точке N 

экрана, как следует из ряда (6.2′), будет определяться выражением: 

1
. .

22
ook

рез
EEE =±                                               (6.6) 

В выражении (6.6) знак плюс берется для  нечетных значений k, знак  ми-
нус  – для четных.  

*

...
ОL N

N1

а b

ro

а) б)

I

r
                    Рис. 6.3. Дифракция Френеля на круглом отверстии. а) схема опыта; б) распределение                   
   интенсивности световой волны I как функции расстояния r от центра дифракционной картины - точки N.  

        

Преграда Экран

 
Если число зон, открываемых  преградой , будет невелико , то значения  

амплитуд  Eo1 и Eok отличаются  незначительно . В этом случае  при нечетном  
числе k результирующая  амплитуда  колебаний   в точке N будет определяться  
амплитудой  волны, излучаемой  первой  зоной Френеля , т.е. Eрез.= E o1. Если k 
будет четным, то Eрез. = 0. На рис. 6.3( а)  точка N соответствует  нечетному  
числу зон Френеля . 

При смещении  точки наблюдения  от центра дифракционной  картины , 
точка N1 и далее, в силу симметричного  расположения  отверстия  относитель -
но прямой  LN, освещенность  в разных  точках экрана будет зависеть  только  от 
их расстояния  r от точки N. На рис. 6.3(б) показано  примерное  распределение  
интенсивности  световой  волны I как функции  расстояния  r от центра дифрак-
ционной картины  – точки N, в плоскости  рисунка. 



 80 

Дифракция Фраунгофера   на щели. Наибольший  практический  интерес  
представляет  дифракция , наблюдаемая  в параллельных  лучах. Ее, как указано 
выше, называют  дифракцией  Фраунгофера . Принципиальная  схема наблюде-
ния дифракции  Фраунгофера  на щели представлена  на рис. 6.4.  

Параллельный  пучок  света , создаваемый  точечным  источником  света  
L, помещенным  в главном  фокусе  собирающей  линзы  L1, падает  на узкую  
длинную  щель , образованную  двумя  непрозрачными  параллельными  полу-
плоскостями .  

Для наблюдения  дифракционного  эффекта от щели на бесконечности  
после щели помещают  собирающую  линзу L2. В фокальной  плоскости  этой 
линзы и наблюдают  дифракционный  эффект .  

Задачей дифракции  в 
этом случае является  нахо-
ждения распределения  ос-
вещенности  на экране , по-
мещенном  за преградой  в 
фокальной  плоскости  лин-
зы L2.  

Пусть ширина  щели 
будет b, длина щели l бес-
конечна ( в реальных  
условиях  ее можно  считать  
таковой, если имеет место  
условие : b << l ).  На щель нормально  ее плоскости  падает  плоская  монохро-
матическая  волна длиной волны λ.  

Найдем распределение  интенсивности   света в фокальной  плоскости  лин-
зы, расположенной  за преградой . Для этого воспользуемся  принципом  
Гюйгенса–Френеля , согласно  которому  каждая точка  фронта волны является  
источником  вторичных  сферических  когерентных  волн. По своей сути данная 
задача будет сводиться  к определению  результирующей  волны при интерфе-
ренции света, идущего  от непрерывной  последовательности  когерентных  
источников .  

Определим  вначале  направления , вдоль которых происходит  усиление  
когерентных  волн, а затем найдем распределение  интенсивности  дифрагиро-
ванной волны в функции  угла наблюдения . 

Рассмотрим  любое направление  распространения  волны после преграды , 
задаваемое  углом φ (рис. 6.5).  

Для расчета  амплитуды  результирующей  волны в точке  N воспользуемся  
вначале графическим  методом  (методом  векторных  диаграмм), а затем соче-

L1 L2

F2

F1

Щель Экран

*

Рис . 6.4. Схема  наблюдения  дифракции  Фраунгофера

S
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танием графического  и аналитического  методов . Для этого разобьем  фронт 
волны на равные  полоски , параллельные  краям щели ( эти полоски  ýже, чем 
зоны Френеля).  

Пусть  амплитуда  колебания , возбуждаемого  одной  зоной  в точке  N, бу-
дет равна   oiE

r
. Тогда  амплитуда  результирующего  колебания  в этой  же точке  

в соответствии  с принципом суперпозиции будет определяться  выражением: 

1
,

K

ooi
i

EEϕ
=

= ∑
rr

                                                (6.7) 

где K – число зон, на которое разбивается фронт волны на открытом участке AB 
(рис. 6.5).  

Разность фаз будем определять между точками фронта волны до прохож-
дения преграды – это точки отрезка АВ, являющегося пересечением фронта 
волны с плоскостью рисунка, и точками фронта волны после прохождения  пре-
грады. Так как  мы исследуем  дифракцию в параллельных  лучах, то фронт 
волны после прохождения  преграды будет определяться  плоскостью, перпен-
дикулярной этим лучам, на рис. 6.5  это отрезок АС. 

Пусть начальная фаза луча, идущего из точки А щели под углом φ к пер-
воначальному направлению , будет равна 0. Тогда фаза луча, идущего от 
последней зоны, примыкающей к краю В щели, будет определяться  разностью 
хода  ВС = Δr. Из  прямоугольного   треугольника   АВС  (рис. 6.5) видно , что  
разность хода ВС = АВ·sinφ = b·sinφ.  

С учетом этого разность фаз волн, идущих от первой и последней зон, бу-
дет определяться выражением:  

l

.
N Фокальная плокость

A B

C
∆r

b

L

Щель

Рис. 6.5. Дифракция  света  на щели . К расчету  разности  фаз  волн , идущих  
от  краев  щели  в направлении , задаваемом  углом  ϕ.

j
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sin2. b ϕ
δπ

λ
=                                                   (6.8) 

Так как ширина всех зон одинакова, то разность хода, а следовательно, и 
разность фаз между колебаниями, возбуждаемыми  соседними зонами, будет 
также одинакова и равна 

1 = K. δδ                                                     (6.9) 

На рис. 6.6. представлен результат графического сложения колебаний, 
создаваемых всеми зонами в точке N для произвольной  разности фаз между 
первой и последней зонами. Угол между векторами, характеризующими  ампли-
туду волны, испускаемой соседними зонами, равен δ1. Результирующий вектор 

oE ϕ

r
 изобразится вектором, замыкающим начало первого и конец последнего 

векторов. 

d

Eoj

O
X

Eok

  Рис . 6.6. Дифракция  на  щели . Графическое    
 определение   результирующей  амплитуды .   

                   

Eo1

в d1

  

Eo1Eok

Рис . 6.7. Результат  графического  
сложения  амплитуд  при  разности  фаз  
между  излучением  первой  и  последней  

зон , равной  2k π.

Хв d1

 
Представляют  интерес два случая: 1) разность фаз колебаний, возбуж-

даемых первой и последней зонами, составляет 2 π или k2 π; 2) разность фаз 
равна 0. Ограничиваясь малыми углами дифракции, можно считать, что 

oiEconst=
r

. В этом случае общая 
длина ломаной линии, образованной 
векторами, будет неизменной. Разным 
значениям углов φ будет соответство-
вать разная степень закручивания 
ломаной линии. Первый случай ил-
люстрируется векторной диаграммой, 
представленной на рис. 6.7, второй на рис. 6.8. Разность фаз равна 0, как видно из 
формулы (6.9), только при φ = 0. Это означает, что для этого направления ампли-
туда, а следовательно, и интенсивность будут максимальными.  

Eo1 Eok

Eo

   Рис .6.8. Результат  графического  сложения  
      амплитуд  при  разности  фаз , равной  0.     
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Для первого случая видим, что замыкающий вектор равен 0. Это означа-
ет, что при этом условии в направлении  точки N будет иметь место минимум 
дифракции. Из формулы (6.9) получаем условие ослабления волн: 

sin22.b kϕ
δππ

λ
==  Откуда:  .sin. мин

k
b
λ

ϕ =                         (6.10) 

Формула (6.10) определяет те направления относительно первичного  
пучка, для которых интенсивность  дифрагированных  лучей равна 0. 

Для определения углового распределения  интенсивности  дифрагирован-
ной волны воспользуемся  сочетанием  графического и аналитического  методов. 
Для этого зоны сделаем бесконечно  малы-
ми. Тогда рис. 6.6. примет вид, 
представленный  на рис. 6.9.  

При малых углах φ длина дуги АВ ос-
тается примерно постоянной и равной 
амплитуде суммарной волны Ео. Поскольку 
разность фаз между соседними зонами бу-
дет изменяться на одну и ту же малую 
величину, то дуга АВ будет постепенно за-
кручиваться и представлять собой часть 
дуги окружности радиуса R.  

Из рис. 6.9 видно, что  ОСВ δ∠=∠ , как углы с соответственно  перпенди-
кулярными сторонами.  

Для определения  интенсив -
ности  суммарной  волны  в 
направлении , определяемом  углом  
φ, следует  определить  амплитуду  
суммарной  волны  oE ϕ

r
, равную  

длине  хорды  ОВ.  Из ΔАВС  (рис. 

6.9) имеем : sin
2

ABR δ
= , кроме  

того, из рисунка  видно , что дуга 
ОВ равна  (δ·R) .  

Учитывая , что АВ = ½ Еоφ, а дуга ОВ равна  Ео, получаем  для амплитуды  
волны, наблюдаемой  на экране  под углом  φ выражение :  

sin(2)sin(2)
(2)(2)ooEOBEϕ

δδ
δδ

== ,                                  (6.11) 

где δ определяется формулой (6.8). 

δ

Εοϕ

O

B

C . d

R

Рис . 6.9. К  выводу  зависимости  
интенсивности  от  направления  

при  дифракции  на  щели .  

Х

А

Рис.6.10.  График зависимости  интенсивности  
           световой  волны от sinϕ при    

                           дифракции на щели.                       
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Так  как интенсивность  волны  пропорциональна  квадрату  амплитуды  
волны , то из формулы  (6.11) следует  выражение  для интенсивности  волны , 
проходящей  через  преграду , в виде : 

2

2

sin(2) ,
(2)oIIϕ

δ
δ

=                                               (6.12) 

где Io – интенсивность волны в середине дифракционной картины, Iφ – интенсив-
ность в точке, положение которой определяется  данным значением  угла φ. 

На рис. 6.10 представлен график функции (6.12), определяющей зависи-
мость интенсивности  волны от синуса угла  дифракции φ. Из рисунка 
качественно видно, что основная энергия волны после прохождения  щели со-
средоточена в главном максимуме, лежащем между первыми симметричными  
дифракционными  минимумами.    

Из формулы (6.12) можно получить условия, при которых наблюдаются  
минимумы дифракции света на щели, используя известное из тригонометрии 
условие равенства нулю синуса функции: sin α =  0, если α = k π, k  =1,2,3,… . 
Дробь в выражении (6.12) равна нулю, если числитель ее равен нулю, отсюда 
следует, условие минимума : 

2sin ,sin.
22

b kk
b

δπϕλ
πϕ

λ
===                                 (6.13) 

Из формулы (6.5) можно установить критерий, позволяющий определить, 
какой вид дифракции от данной преграды будет иметь в каждом конкретном 
случае: Френеля или Фраунгофера. Пусть на преграду падает плоская волна. В 
этом случае а = ∞, и, как следует из формулы (6.5), число зон Френеля, откры-
ваемых данной преградой, будет определяться выражением:  

2

.ork
bλ

=                                                      (6.14) 

Дифракция  Фраунгофера  по определению  – это дифракция , наблюдае -
мая на бесконечном  от преграды  расстоянии  (b = ∞). Тогда при конечных  
значениях  размера  преграды  ro  и длины волны λ и бесконечно  большом значе-
нии b дробь (6.14) будет намного  меньше  1. Так как k – это число зон Френеля , 
открываемых  преградой , то отсюда следует  вывод , что если преграда  откры-
вает лишь  малую  часть  первой   зоны  Френеля, то  на этой  преграде  имеет  
место  
дифракция  Фраунгофера . 

Дифракция Фраунгофера на одномерной решетке. Практически важ-
ным случаем дифракции Фраунгофера, является дифракция света на 
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совокупности длинных узких щелей, одинаковой ширины и разделенных оди-
наковыми непрозрачными  полосами. Такую совокупность  равноотстоящих 
щелей называют одномерной дифракционной  решеткой.  

На рис. 6.11 представлена  принципиальная  схема наблюдения  дифрак-
ции на одномерной  решетке ДР. Пунктирными  вертикальными  линиями  
указаны  направления  световых  лучей до прохождения  их через дифракцион -
ную решетку . Для наблюдения  дифракции  Фраунгофера  после решетки  
помещают  собирающую  линзу Л, в ее фокальной  плоскости  наблюдают  ди-
фракционный  эффект.  

Пусть на решетку падает плоская монохроматическая  волна длиной вол-
ны λ. Рассмотрим особенности ее прохождения через одномерную решетку.  

Сумму ширины щели и непрозрачных  промежутков между щелями назы-
вают периодом дифракционной  решетки d. Выберем произвольное направление  
относительно первичного луча, определяемое  углом φ, и проанализируем зави-
симость амплитуды и ин-
тенсивности волны, 
прошедшей через решетку в 
функции угла φ между эти-
ми направлениями. 

Интенсивность  волны 
в точке No, лежащей вдоль 
первоначального хода лучей 
ONo, будет максимальной, 
т.к. разность хода волн, 
идущих от всех щелей в 
данном направлении, равна 
нулю, что соответствует ус-
ловию усиления волн при 
интерференции . Заметим, что линза Л не вносит дополнительной  разности хода 
для лучей, проходящих через нее. 

Интенсивность  волны в любой точке  экрана  N (рис. 6.11) будет опреде-
ляться двумя факторами : дифракцией  света на каждой  щели и интерференцией  
многих волн, идущих  от всех щелей дифракционной  решетки.  

В тех направлениях , в которых  наблюдаются  дифракционные  минимумы , 
будут иметь место и минимум  интерференции , см. формулу (6.13). Наряду с 
дифракционными  минимумами  будут иметь место минимумы , определяемые  
интерференцией , см. формулу (5.18).  

Как видно из рис. 6.11,  разность  хода лучей Δr, идущих  от соответст -
вующих точек соседних  щелей, точки А и В, равна длине отрезка  ВС. Из ΔАВС  
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имеем: Δr = BC = AB·sin φ = d·sin φ.  Тогда условие интерференционных  мини-
мумов в данном случае  примет  вид: 

sin(21)
2

dk λϕ =±+ ,                                         (6.15) 

где k = 0, 1, 2, 3 … . Мы здесь учли, что все дифрагированные лучи идут в од-
ной среде, и обычно в воздухе, следовательно, n1 = n 2 ≈ 1,  а  λ ≈ λо, т.е. длина 
волны  равна длине волны света в вакууме. 

Направления интерференционных максимумов для дифракционной решет-
ки будут определяться условием (5.17), которое в данном случае примет вид: 

sindk ϕλ=± ,                                              (6.16) 

где k = 0, 1, 2, … . Число k называют порядком максимума . Направления, опре-
деляемые условием (6.16), называют главными дифракционными  максимумами. 
Это название связано с тем, что при более детальном анализе процесса дифрак-
ции на решетке выявляются максимумы, интенсивность которых составляет не 
более 4–5% от интенсивности  ближайших к ним главных максимумов.  

Из формулы (6.16) можно сделать три вывода: 1) число главных макси-
мумов ограничено, и наибольшее  значение k определяется условием: k = d/ λ, 
т.к. значение синуса не может превышать единицы; 2) дифракционная  картина 
является симметричной относительно первичного луча, проходящего через 
главный фокус линзы; 3) положения главных максимумов, за исключением  
только центрального максимума (k = 0) , зависят от длины волны света. Из по-
следнего вывода следует, что дифракционная решетка обладает 
способностью разлагать падающий на нее свет по длинам волн. Если, к приме-
ру, на решетку падает белый свет, то все дифракционные  максимумы, кроме 
нулевого, будут окрашены, т.е. разложатся  в спектр. Причем фиолетовый уча-
сток спектра будет располагаться ближе к центру дифракционной картины, а 
красный участок окажется дальше от ее центра.  

Таким образом, дифракционная решетка может служить в качестве при-
бора, анализирующего  спектральный  состав падающей на него световой волны.   

Основными характеристиками дифракционной  решетки как спектрально-
го прибора являются угловая и линейная дисперсия, разрешающая способность. 
Угловая дисперсия решетки D характеризует способность решетки разделять на 
некоторый угол две спектральные  линии, отличающиеся  длиной волны на еди-
ницу, например на 1 м или на 1 Ǻ, и определяется выражением: 

dD
d

ϕ
λ

= ,                                                       6.17) 

где dφ – угловое расстояние на дифракционной  картине между спектральными  
линиями, отличающимися  по длине волны на dλ.  
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Из формулы (6.16) и (6.17) следует выражение для угловой дисперсии 
дифракционной решетки в виде: 

cos
dkD
dd

ϕ
λϕ

== .                                             (6.18) 

Линейной дисперсией называют величину, определяемую выражением: 

.лин
dlD
dλ

= ,                                                  (6.19) 

где dl – расстояние на экране или фотопленке между двумя спектральными  ли-
ниями, отличающимися по длине волны на dλ. Для небольших значений углов 
дифракции dl ≈ F·dφ, тогда с учетом (6.17-6.19)  линейная дисперсия  дифрак-
ционной решетки будет определяться выражением : 

. .лин
dlFdDFD
dd

ϕ
λλ

⋅
===⋅                                   (6.20) 

Разрешающая  способность  решетки R характеризует ее возможность  да-
вать раздельно дифракционное  изображение  близких спектральных  линий и по 
определению равна:  

dR λ
λ

= ,                                                   (6.21) 

где dλ – минимальная разность длин волн двух спектральных линий, при кото-
рой эти линии воспринимаются  раздельно.  

Рис. 6.12 иллюстрирует понятие разрешающей способности  дифракцион-

ной решетки. На этом рисунке представлены две возможные ситуации, которые 
могут наблюдаться  в дифракционной  картине  при прохождении через решетку 
двух световых волн с небольшой разницей в длине световой волны. Пунктиром 
обозначены контуры спектральных линий, какими бы они выглядели на экране 

Рис. 6.12. К понятию разрешающей способности дифракционной решетки.
а - Две спектральные линии с близкими частотами (они указаны пунктирными
кривыми) при данном взаимном расположении воспринимаются как одна линия;
б - если минимум одной линии совпадает с максимумом  другой, то визуально

они воспринимаются как две раздельные линии.
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при раздельном падении на решетку, а сплошными  линиями – картины, на-
блюдаемые при одновременном  прохождении этих волн через решетку. В 
случае а) две линии воспринимается  как одиночная линия, в случае б)  макси-
мум первой линии приходится  на край максимума второй линии и глаз 
воспринимает две линии как раздельные . Второй случай соответствует  крите-
рию, предложенному Рэлеем. Из формулы (6.21) и критерия Рэлея следует 
формула для разрешающей способности  дифракционной решетки в виде 

RkN=⋅ ,                                                   (6.22) 
где k – порядок  дифракционного  максимума , N – число щелей  в дифракцион -
ной решетке .  

Дифракция на трехмерной решетке. Уравнение  Брэгга–Вульфа. Дру-
гим важным теоретическим  и  практическим   примером дифракции 
Фраунгофера является дифракция рентгеновских  лучей на трехмерной решетке. 
Как известно из раздела «Молекулярная  физика и термодинамика», кристаллы  
– это твердые тела, в которых атомы или молекулы располагаются   периодично 
в трех измерениях. Причем период повторяемости  в расположении атомов или 
молекул составляет  порядка 0,1 нм, что по порядку величин соответствует  дли-
нам волн мягкого рентгеновского излучения, используемого для структурных  
исследований, поэтому кристаллы представляют для указанных волн естест-
венную трехмерную  дифракционной  решетку.  

Существуют различные способы анализа дифракции рентгеновских волн 
на кристаллах. Наиболее простой, и в то же время достаточно эффективный 
способ был предложен в 1913 г. английским физиком У. Л. Брэггом и незави-
симо от него российским ученым Г. В. Вульфом. 

Если рассматривать  кристалл как совокупность атомных плоскостей, от-
стоящих друг от друга на расстоянии d, называемом межплоскостным  
расстоянием, то процесс дифракции можно представить как процесс отражения 
рентгеновских волн от системы этих атомных плоскостей.  

Атомные плоскости – это плоскости, проходящие через центры тяжестей 
атомов или молекул данного кристалла. При этом от атомных плоскостей отра-
жаются лучи только под такими углами скольжения, для которых разность хода 
в направлении отражения удовлетворяет  условию интерференционного  усиле-
ния. В этих направлениях  и наблюдаются  дифракционные  максимумы. 

Получим  уравнение  Брэгга–Вульфа , определяющее  направления  ди-
фрагированных  максимумов  от данного  семейства  атомных  плоскостей . На 
рис. 6.13 представлен  соответствующий  ход лучей . Отметим , что при анализе  
дифракции  рентгеновских  лучей  принято  задавать  направление  падающих  
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лучей углом скольжения  ϑ  – углом между  лучом  и данным  семейством  
атомных  плоскостей .  

Кружочками условно обозначены атомы кристалла. Атомные плоскости 
проходят через совокупности атомов перпендикулярно  плоскости рисунка. Па-
дающий луч отражается от атомных плоскостей. Для примера на рис. 6.13 
показано три атомных плоскости и соответственно  три отраженных луча 1, 2, 3.  

После отражения фронт волны определяется отрезком АС. Из рисунка 
видно, что разность хода Δr луча 1 и 2 равна (AD + DC) .  Для лучей, отражен-
ных от нижележащих  плоскостей, разность хода будет кратна Δr, т.к. 
расстояние между соседними плоскостями  для  данного семейства атомных 
плоскостей будет одинаковым .  

Считая  межплоскостное  расстояние  d и угол скольжения  ϑ  заданными , 
из прямоугольных  треугольников  ABD и ADC определим  разность  хода лучей  
1 и 2, она оказывается равной 2sind ϑ , тогда условие усиления отраженных лу-
чей будет иметь вид: 

2sindn ϑλ=± .                                                    (6.23) 

Это уравнение  называют уравнением Брэгга–Вульфа.                                  

А

В

С
d

λ

J

JJ

J

Рис . 6.13. К  выводу  уравнения  Брэгга  - Вульфа .

D

J

Падающий  луч 1,2,3 - отраженные  лучи
1 2 3

J

 

Данное уравнение лежит в основе рентгеновского  структурного  и спек-
трального анализа. При известном значении длины волны  λ, экспериментально  
измеряя угол дифракции ϑ , определяют межплоскостное  расстояние d, и на-
оборот, при известном значении  межплоскостного расстояния (когда известна 
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структура кристалла), определяют длину волны падающего на кристалл рентге-
новского излучения. 

Контрольные  вопросы по теме «Дифракция световых волн» 
1. Что называется дифракцией световых волн? 
2. Какие существуют виды дифракции  световых волн, и в чем заключает-

ся их различие? 
3. Сформулируйте  принцип Гюйгенса – Френеля. 
4. В чем состоит физическая сущность метода зон Френеля? Поясните 

способ построения зон Френеля. 
5. При каких условиях в центре дифракционной  картины при дифракции 

Френеля на круглом отверстии будет наблюдаться минимум освещенности? 
Как будет изменяться освещенность в центре дифракционной картины, если 
диафрагму медленно увеличивать? 

6. Каковы критерии наблюдения  дифракции Френеля и Фраунгофера? 
7. При каких условиях дифракционные  явления не существенны? При ка-

ких условиях они вообще бы не проявлялись? 
8. Каковы особенности дифракционной  картины при дифракции Фраун-

гофера на щели? Как будет изменяться вид этой картины при постепенном  
уменьшении ширины щели?  

9. Что называют дифракционной решеткой? Какие существуют виды ди-
фракционных решеток? 

10. Как изменится  вид дифракционной картины на дифракционной  решет-
ке, если вместо монохроматического  света на решетку направить белый свет? 

11. Как изменится наибольший порядок дифракции при дифракции на 
решетке, если длину волны света, падающего на нее, увеличить?  

12. Какая из двух дифракционных  решеток имеет бóльшее угловое раз-
решение, если первая имеет период d1 = 0,01  мм, вторая d2 = 0,001 мм? 

13. Межплоскостное  расстояние для некоторого семейства атомных плос-
костей в кристалле d = 2 λ, λ – длина волны рентгеновского  излучения. Какой 
максимальный порядок дифракции может наблюдаться от данных плоскостей? 

14. Волны, какого участка видимого света, фиолетового или красного, 
испытывают бóльшее  отклонение при дифракции на решетке? 

15. Для каких волн, рентгеновских или инфракрасных , больше подходит 
понятие светового луча? 

16. Несмотря на то, что кристаллы представляют собой периодическую  
структуру, т.е. образуют трехмерную  решетку, дифракция видимого света на 
них не наблюдается. Почему? 

17. По предложению  Ю. Вульфа и У. Брэгга, дифракцию рентгеновских  
лучей на кристаллах можно трактовать как отражение от системы атомных 
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плоскостей. В чем же заключается  принципиальная разница между зеркальным  
отражением световых лучей и подобной трактовкой? 

4. Поляризация световых волн 

Общие замечания. Из электромагнитной  теории  света  следует , что све-
товые  волны  являются  поперечными . Колебания  вектора  напряженности  
электрического  и магнитного  полей  происходят  в плоскости , перпендику -
лярной  направлению  распространения  световой  волны . Если  световая  волна  
является  монохроматической , то направление  колебаний  вектора  E

r
 остается  

строго  постоянным . 6 Световая  волна , в которой  направление  колебаний  век-
тора  E

r
 остается постоянным, называется плоскополяризованной , или линейно-

поляризованной. На рис. 7.1 представлена  плоскополяризованная  волна: Р1 – 
плоскость, перпендикулярная  вектору скорости света сr , плоскость Р2 – плос-
кость, в которой совершаются  колебания вектора E

r
, ее называют плоскостью 

колебаний. В дальнейшем мы будем вести речь именно о плоскости колебаний 
вектора E

r
. 

Рис . 7.1. Плоскополяризованная  волна . Направление         
   колебаний   вектора  Е со  временем  не  изменяется .              

В реальных источниках света световая волна излучается огромным чис-
лом элементарных излучателей, атомов. В силу теплового хаотического  
движения атомов волны, излучаемые ими, не сохраняют неизменной ориента-
цию плоскости колебаний вектора E

r
. Такой свет называют естественным . В 

естественном  свете плоскость колебаний Р2 электрического вектора испытывает 
случайные повороты относительно направления, задаваемого вектором скоро-
                                         
6 Заметим, что остается также постоянным и направление колебаний вектора напряженности 
магнитной компоненты поля H

r
. 
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сти волны сr . В силу огромного числа элементарных  излучателей света (атомов 
или молекул) вектор E

r
 будет иметь всевозможные ориентации в плоскости Р1.  

На рис. 7.2( а) представлены колебания вектора E
r

 для естественного  све-
та, а на рис. 7.2(б) для света, в котором имеются некоторые предпочтительные  
ориентации  в пространстве, который называют частично поляризованным . В 
частично поляризованном свете модуль вектора напряженности  оказывается не 
одинаковым в разных направлениях . 

Дневной свет является практически неполяризованным . Искусственные  
источники света обладают той или иной степенью поляризации , обычно незна-
чительной 7.   

Более сложным случаем поляризованного  света является свет с круговой 
поляризацией. В таком свете конец вектора E

r
 описывает в пространстве винто-

вую линию, осью которой является вектор скорости световой волны. Различают 
свет, поляризованный по кругу вправо и влево. 

 

Рис. 7.2. Естественный свет (а); частично поляризованный свет (б).
 

Плоскополяризованный , или с иным характером поляризации, свет нахо-
дит широкое применение во многих физических исследованиях и имеет 
большое прикладное значение, поэтому знание способов его получения и осо-
бенностей его распространения  в  различных средах представляет  
теоретический  и практический интерес.   

Укажем два наиболее распространенных  метода получения плоскополя-
ризованного света:  1) с помощью явления отражения и преломления  света от 
диэлектрика; 2) с помощью явления двойного лучепреломления . 
                                         
7 Заметим, что степень поляризации света определяется разницей между минимальным и 
максимальным значениями напряженности электрического поля в двух взаимно перпендику-
лярных направлениях.  
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Поляризация света при отражении  и преломлении. Закон Брюстера. 
Опыт показывает, что отраженный и преломленный свет всегда частично поля-
ризован. Степень поляризации света зависит от угла падения и относительного  
показателя преломления двух сред, на границе которых происходит отражение 
и преломление света. Шотландский физик Д. Брюстер, исследуя явление поля-
ризации света, в 1815 г. установил связь между относительным  показателем 
преломления диэлектрика  n12 и углом падения α, при котором отраженный луч 
полностью поляризован : 

12Бtgnα = ,                                                   (7.1) 

где αБ  – угол Брюстера, при  котором отраженный луч полностью поляризован.  
Уравнение (7.1) называют законом Брюстера.  

Из раздела «Механические колебания» известно, что если складывать два 
гармонических колебания одинаковой частоты, совершающихся  в двух взаим-
но-перпендикулярных  направлениях , но с произвольно меняющейся  начальной 
фазой, то получается также гармоническое  колебание, но направление  резуль-
тирующего колебания относительно  выбранных осей будет изменяться 
произвольным образом. Это как раз и соответствует  колебаниям вектора E

r
 в 

естественном  свете.  
Справедливым будет и обратное суждение, которое применительно к во-

просу о поляризации  световых волн будет формулироваться  следующим 
образом: естественный  свет может быть представлен  в виде суперпозиции  
двух плоскополяризованных  волн, 
в которых колебания вектора E

r
 

происходят в двух взаимно пер-
пендикулярных направлениях, а 
начальные фазы этих волн изме-
няются относительно  друг 
друга произвольным  образом.  
Этот вывод удобно использовать  
для анализа явлений, связанных 
с поляризацией света. 

Рис. 7.3 иллюстрирует об-
разование  
плоскополяризованного  света 
при отражении и преломлении от 
прозрачного диэлектрика, на основе сформулированного  вывода. Стрелками и 
черными кружочками показано направление  колебаний вектора напряженности  
электрической компоненты световой волны E

r
. Точкам соответствуют колеба-
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Рис .7.3. Поляризация  при  отражении  (луч  2) 
 и преломлении  (луч  4).
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ния, перпендикулярные  плоскости рисунка, а стрелками – колебания в плоско-
сти рисунка и перпендикулярные  лучам. В падающем естественном  луче 1 
присутствуют в равной степени обе компоненты волны, колебания в которых 
совершаются в двух взаимно перпендикулярных  направлениях . При условии 
(7.1) отраженный луч 2 полностью поляризован, т.к. компонента волны, пред-
ставленная стрелочкой в направлении 2, не дает отражения, а преломленный 
луч 3 – поляризован частично. Для повышения  степени поляризации  прелом-
ленного луча его заставляют пройти через стопку диэлектриков, 
ориентированных  под углом Брюстера, в результате чего и отраженный и пре-
ломленный лучи будут поляризованы практически  полностью.   

Двойное лучепреломление . Поляризационные  призмы и поляроиды. 
Рассмотрим процесс поляризации света, основанный на явлении двойного лу-
чепреломления. В 1669 г. датский ученый Эразм Бартолин, изучая прохождение  
света через кристалл исландского шпата (СаСО3), обнаружил его способность  
раздваивать проходящий  через него пучок света. Это явление и было названо 
явлением двойного лучепреломления . Подобной способностью  обладают и 
многие другие кристаллические тела, у исландского  шпата эта способность вы-
ражена наиболее значительно.  

Кроме того, было также установлено, что у кристаллов имеются направ-
ления, распространяясь  вдоль которых свет не испытывает двойного 
лучепреломления. Эти направления называют оптическими осями кристаллов. 
Кристаллы, у которых имеется единственное подобное направление, называют 
одноосными, если у кристалла имеется два подобных направления – то их на-
зывают двуосными кристаллами . Далее мы ограничимся  рассмотрением  
особенностей распространения  света только в одноосных кристаллах.  

Заметим, во избежание недоразумений, что оптическая ось, это не един-
ственная прямая – это множество прямых, параллельных  между собой и 
проходящих через кристалл. 

 На рис. 7.4 представлены особенно-
сти прохождения естественного света 
через пластинку исландского  шпата К, ко-
торый является одноосным кристаллом. 
Пластинка вырезана так, что ее боковые 
поверхности ( поверхности, лежащие в 
плоскости рисунка) параллельны оптиче-
ской оси О – О′ данного кристалла. Для 
простоты на рисунке представлено  сечение этой пластинки плоскостью, парал-
лельной боковой поверхности. Наклонные линии параллельные оси  О – О′ 
также являются осями кристалла.  

О

О'

1
e
o........

Рис . 7.4. Явление  двойного         
лучепреломления .
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Естественный  луч света 1 падает  перпендикулярно  передней  поверхно-
сти кристаллической  пластинки  АВ и, попадая  в кристалл , разбивается  на два 
луча, причем один луч проходит  далее в кристалле , не изменяя своего направ-
ления – это луч « о», а другой  – луч « е», испытывает  преломление . Луч « о» 
называется  обыкновенным  лучом, а луч « е» – необыкновенным  лучом. Пер-
вый луч подчиняется  закону  преломления , а второй  луч не подчиняется  закону  
преломления , по этой причине он и называется  необыкновенным  лучом.  

Исследования  показали , что оба указанных  луча являются  плоскополя -
ризованными , причем  колебания  электрического  вектора  в волне  
обыкновенной  перпендикулярны  плоскости  рисунка , а в волне необыкновен -
ной лежат в плоскости  рисунка . 

Явление двойного лучепреломления  можно объяснить тем, что кристал-
лы, кроме кубических , являются анизотропными средами,  в них скорость света 
зависит от направления в кристалле, что в свою очередь связано с различной 
поляризуемостью атомов кристалла в разных направлениях.  

Вне кристалла лучи (обыкновенный и необыкновенный) ничем не отли-
чаются, кроме направлений колебаний электрического вектора.  

Таким образом, для получения плоскополяризованного  света при исполь-
зовании явления двойного лучепреломления , необходимо каким либо образом 
из потока лучей, прошедших кристалл, исключить либо луч обыкновенный , ли-
бо необыкновенный . Это можно сделать несколькими способами. Отметим два 
из них. Первый основан на различном поглощении кристаллом луча обыкно-
венного и необыкновенного . Так кристаллы турмалина практически полностью 
поглощают обыкновенные  лучи, и на выходе из кристалла остаются лишь не-
обыкновенные лучи. Из кристаллов турмалина изготавливают  по особой 
технологии тонкие пленки, в которых крохотные кристаллы турмалина,  парал-
лельно ориентированные  друг другу, располагаются  в твердой связующей 
среде. Такие устройства называются  поляроидами. 

е
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Рис . 7.5. Призма  Николя .
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Более совершенными и стабильными являются  так называемые поляризацион-
ные призмы. В них один из лучей устраняется с помощью явления полного 
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внутреннего отражения. В 1828 г. шотландский физик Уильям Николь предло-
жил поляризационный прибор, основанный на явлении двойного 
лучепреломления. На рис. 7.5 представлена оптическая схема данного устройства. 

Призма Николя состоит  из двух трехгранных  призм, изготовленных  из 
исландского  шпата, склеенных  между собой прозрачным  веществом  – канад-
ским бальзамом , на рисунке  слой канадского  бальзама  заключен  между двумя  
тонкими линиями . Оптическая  ось О – О′ кристалла  исландского  шпата обра-
зует с передней  гранью  угол 48о. Показатели  преломления  бальзама  n и призм  
для обыкновенного  no и необыкновенного  ne  лучей соответственно  равны:  n = 
1,549;  no = 1,659;  ne = 1,55. При выбранных  углах между гранями , они указа-
ны на рисунке, обыкновенный  луч на границе « кристалл  – бальзам», 
испытывает  полное  внутреннее  отражение  и отклоняется  к нижней  грани 
призмы и выходит  из потока  лучей, выходящих  из правой  призмы. Ход не-
обыкновенного  луча через слой бальзама  показан  приближенно . Таким  
образом, вышедший  из устройства  свет, является  полностью  поляризованным .  

Поляризаторы и анализаторы . Закон Малюса. Важнейшими элемента-
ми поляризационных приборов являются поляризаторы и анализаторы света. 
Принцип действия многих поляризационных  приборов  основан на законе Ма-
люса. Рис. 7.6 иллюстрирует сущность этого закона. Пусть на устройство, 
называемое поляризатором  П, падает естественный свет интенсивностью  Iест. 
Поляризатор пропускает через кристалл лучи, для которых колебания  светового 
вектора совершаются в плоскости главного сечения.  

Плоскостью главного сечения называют плоскость, проходящую через 
направление падающего луча и оптическую ось, пересекаемую этим лучом. В 
результате чего через поляризатор П проходят лучи, направление колебаний 
которых определяются  вектором  AE

r
. После поляризатора устанавливается уст-

ройство, называемое анализатором, которое позволяет определить угол между 
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плоскостями главных сечений  поляризатора  и анализатора. Из рисунка 7.6 ( б) 
видно, что амплитуда колебаний светового  вектора ЕоА после прохождения  по-
ляризатора равна ЕоП = ЕоА·cosφ , где φ – угол между плоскостями  колебаний 
поляризатора и анализатора. Тогда с учетом связи между интенсивностью света 
и амплитудой световой волны получаем уравнение: 

2cosoII ϕ= ,                                                  (7.2) 

где Io – интенсивность  падающего на анализатор света; I – интенсивность све-
та, прошедшего через анализатор.  Уравнение (7.2) называют законом Малюса. 
Закон Малюса лежит в основе расчета интенсивности  света, прошедшего через 
поляризатор и анализатор в различных поляризационных  приборах.  

Если учесть потери света, связанные с отражением и поглощением света 
в поляризаторе и анализаторе,  то закон Малюса примет вид: 

2cosoIkI ϕ=⋅ ,                                                (7.3) 

где  k – коэффициент прозрачности  поляризатора   или анализатора  8. Если ана-
лизатор и поляризатор  имеют одинаковый коэффициент прозрачности, то  

.
1
2o естIkI= . В последнем случае учтено, что интенсивность света, прошедшего 

через поляризатор, равна половине интенсивности  естественного  света. По это-
му поводу смотри текст на странице 94. 

Оптическая активность. Вращение плоскости поляризации . Многие 
вещества (кристаллы и растворы) при прохождении через них плоскополяризо-
ванного света поворачивают  плоскость колебаний светового вектора на 
некоторый угол. Такие вещества называются оптически активными вещества-
ми. К примеру, плоскость колебаний электрического  вектора вращают  такие 
вещества, как раствор сахара, эфирные масла, гормоны,  белки и т. п.  

Различают естественную  оптическую  активность, которая проявляется  в 
веществе без внешнего физического воздействия , и искусственную оптическую  
активность, которая проявляется вследствие внешнего физического воздейст-
вия на вещество – магнитного поля.   

Вращение плоскости колебаний вектора E
r

 можно объяснить на основе 
гипотезы О. Френеля. Согласно гипотезе Френеля скорость распространения  
световых волн поляризованных  по кругу вправо и влево в оптически активных 

                                         
8 Коэффициент прозрачности k определяет долю интенсивности прошедшего через данное уст-
ройство света к интенсивности света, падающего на это устройство. Коэффициент прозрачности 
k  и коэффициент отражения  света  ρ  связаны очевидным соотношением: k + ρ = 1. 
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средах различна. В свою очередь плоскополяризованный  свет можно разложить 
на две волны, одна из которых поляризована по кругу влево, а другая поляризо-
вана по кругу вправо, если смотреть навстречу луча света. Различие скоростей 
этих волн в среде и  приводит к повороту результирующего  вектора при про-
хождении плоскополяризованного  света в данной среде.  

Естественная  оптическая активность была открыта в 1811 г.  Д. Араго на 
пластинах кварца, вырезанных перпендикулярно  оптической оси.  

Как показали исследования Ж. Био, угол поворота плоскости колебаний φ 
электрического вектора пропорционален  длине пути l, пройденному светом в 
кристалле: 

lϕα= ,                                                        (7.4) 

где α – удельное вращение, определяющее угол поворота плоскости колебаний 
на единицу пути света в кристалле и зависящее от длины волны света, темпера-
туры и химической природы вещества. Оптическая активность химически 
чистых жидкостей описывается также уравнением (7.4), только удельную ак-
тивность жидкостей принято обозначать через [α]. 

На основе опытов, проведенных Ж. Био с растворами в 1831 г., было ус-
тановлено, что угол поворота плоскости колебаний φ при прохождении 
плоскополяризованного  света через раствор, определяется выражением:  

[ ]lCϕα= ,                                                      (7.5) 

где C – концентрация  оптически активного вещества в оптически неактивном  
растворителе; [α] – удельная активность раствора, определяющая угол поворота 
плоскости колебаний на единицу пути света в растворе с концентрацией в 1%. 

В 1846 г. М. Фарадей обнаружил вращение плоскости колебаний в опти-
чески неактивных средах, возникающее  под действием сильного магнитного 
поля. Данный эффект наблюдается, если плоскополяризованный  свет распро-
страняется вдоль магнитного  поля. Опыты Фарадея, а затем более точные 
опыты М. Верде показали, что угол поворота плоскости колебаний φ пропор-
ционален длине пути  l света в веществе и индукции магнитного поля B в 
веществе: 

VlBϕ = ,                                                        (7.6) 

где V – постоянная  Верде, зависящая от природы вещества, его физического со-
стояния и длины волны. Отметим в заключение этого вопроса, что опыты 
Фарадея сыграли весьма существенную  роль в истории физики. Это было пер-
вое явление, в котором обнаружилась связь между оптическими и 
электромагнитными  процессами . 
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Контрольные вопросы по теме «Поляризация световых волн» 

1. Какой свет называется естественным? 
2. Какой свет называется плоскополяризованным ? 
3. Почему дневной свет, свет, излучаемый лампой накаливания и другими 

нелазерными источниками, является неполяризованным? 
4. Объясните образование плоскополяризованного  света при отражении от 

диэлектриков. 
5. Объясните механизм образования плоскополяризованного  света при 

двойном лучепреломлении . 
6. Объясните принцип действия призмы Николя для получения плоскопо-

ляризованного света. 
7. Сформулируйте  и поясните физический смысл закона Малюса. 
8. Что понимают под оптической активностью  вещества?  
9. От чего зависит угол поворота плоскости поляризации при прохожде-

нии плоскополяризованного  света через кристаллы; через жидкие растворы? 

5. Дисперсия и поглощения света 

Общие сведения. Дисперсией света  называется  зависимость абсолютного 
показателя преломления  вещества n от длины волны λ (или частоты ω): 

()nn λ=   или   ()nn ω= ,                                      (8.1) 

где ω – циклическая  частота, причем ω = 2πν.  
Для разных сред зависимость n  от λ различна. Для большинства прозрач-

ных сред ( стекла, кварца и т. п.) в видимой области спектра с увеличением 
длины волны показатель преломления уменьшается, а следовательно, с увели-
чением частоты показатель преломления  увеличивается. Первые 
экспериментальные  исследования дисперсии света были выполнены И. Ньюто-
ном еще  в 1672 г. с помощью призмы. Схема подобного опыта представлена на 
рис. 8.1.  

На призму П падает узкий пучок света, выделяемой щелью, параллельной  
преломляющему ребру призмы. На экране Э наблюдается спектр видимого све-
та. Из рисунка видно, что больше всего преломляются  в призме фиолетовые 
лучи, имеющие наименьшую длину волны в видимой части  спектра, а красные 
лучи отклоняются меньше всего.  

Измеряя показатель преломления   для разных длин волн, можно исследо-
вать вид функции n(λ). Первый простой, и наглядный метод исследования этой 
зависимости был предложен еще Ньютоном. Он основан на использовании  
двух призм, преломляющие ребра которых взаимно перпендикулярны .  
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На рис. 8.2 представлена   типичная   зависимость  n(λ). Из этого  рисунка   
видно, что с ростом длины волны света  показатель преломления вещества 
уменьшается. Мерой дисперсии вещества является производная dnd λ . Как 
видно из рис. 8.2,  эта производная меньше нуля.  Подобный вид дисперсии  
получил название нормальной  дисперсии. 

 Рис . 8.1. Метод  исследования  дисперсии  
по  Ньютону .   
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Рис . 8.2. Нормальная  дисперсия .
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Дальнейшие исследования дисперсии различных веществ, выполненные 

Фр. Леру (1862), и Августом Кундтом (1871) позволили расширить представле-
ния о дисперсии вещества. Так, Леру впервые обнаружил, что пары йода имеют 
показатель преломления  для синих лучей меньше, чем для красных, что отли-
чается от закономерности , приведенной на рис. 8.2. Леру назвал это явление 
аномальной дисперсией.  Для аномальной дисперсии производная dnd λ  
больше нуля. 

Систематические  исследования дисперсии, выполненные Кундтом по ме-
тоду скрещенных призм, позволили сделать ему важный вывод. Явление 
аномальной дисперсии тесно связано с поглощением вещества. Все тела, даю-
щие аномальную дисперсию в некоторой части спектра, сильно поглощают свет 
в этой области. Аномальный ход дисперсии имеет место  внутри полосы по-
глощения. Вдали от полосы поглощения  зависимость n(λ) имеет обычный 
(нормальный) вид. 

Элементарная электронная теория дисперсии. Согласно электромаг-
нитной теории света скорость света в вакууме для различных длин волн (частот) 
одинакова. Только в веществе имеет место зависимость скорости электромаг-
нитных волн, в том числе и световых волн, от длины волны ( частоты). 
Следовательно, дисперсия может быть объяснена на основе атомистических 
представлений о строении вещества. По теории Максвелла скорость электромаг-
нитных волн в веществе  определяется выражением (3.6), см. раздел «Волны»: 
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o

1v = 
o

c
εµεµεµ

= , 

где εo,  μo,  ε, μ – соответственно  электрическая  и магнитная постоянные, отно-
сительная  диэлектрическая  и относительная  магнитная проницаемости  среды, 
с – скорость света в вакууме, 1 ooc εµ= . Для оптически прозрачных сред μ = 1,  
и тогда v = c ε . Следовательно, абсолютный показатель преломления  среды 
определяется  ее относительной диэлектрической  проницаемостью :  

n ε= .                                                     (8.2) 

Таким образом, дисперсию света в веществе можно рассматривать как 
следствие зависимости  ε от частоты ω 9. Дисперсия света в веществе возникает 
в результате вынужденных колебаний зараженных частиц – электронов и ионов 
– под действием переменного поля световой волны. 

Первая теория, учитывающая атомно-молекулярные представления  о 
структуре  вещества и наличие электронов в атомах и молекулах, была создана 
нидерландским физиком Х.А. Лорентцем . Она носит название классической 
электронной теории  дисперсии. Согласно этой теории под действием поля све-
товой волны возникает ускоренное движение элементарных электрических  
зарядов в среде. В свою очередь, смещение элементарных  зарядов (электронов 
или ионов) приводит к поляризации  вещества. Из формулы (8.2) и раздела 
«Электростатика» следует: 

2 11
o

Pn
E

εχ
ε

==+=+ .                                     (8.3) 

В этой формуле мы учли, что диэлектрическая  восприимчивость вещества χ 
связана с напряженностью  электрического поля световой волны Е соотношени-
ем: oPE χε= , а модуль вектора поляризации  P

r
 по определению равен: 

PNer= , где r – смещение заряда е под действием поля Е; N – концентрация 
валентных электронов. 

С учетом сказанного относительная  диэлектрическая  проницаемость  мо-
жет быть представлена  формулой 

2 1
o

Nern
E

ε
ε

==+ .                                              (8.4)  

Таким образом, для объяснения дисперсии света, как следует из формул 
(8.2, 8.4), необходимо показать зависимость смещения r от частоты падающей 
                                         
9 В теории дисперсии вместо зависимости n(λ)  удобнее рассматривать зависимость n(ω). 
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на вещество световой волны. В классической  теории для определения r исполь-
зуют второй закон Ньютона для движения заряженных частиц.  

 Будем полагать для простоты рассуждений, что в атоме имеется один ва-
лентный электрон, который и подвергается  действию электрического поля 
световой волны. На данный электрон действуют следующие силы: 

1) квазиупругая  сила .упрF , обусловленная связью валентного электрона  с 
остальной частью атома: .упрFkr =− , где k – коэффициент  квазиупругой связи; 

2) тормозящая сила .тF , обусловленная потерями энергии на излучение и 
поглощение: .тFdrdt β=− , где β – коэффициент  сопротивления ; 

3) вынуждающая  сила .вF , обусловленная действием электрического по-
ля световой волны: . cos()в oFeEt ω=− , где e – заряд электрона, Eo – амплитуда 
напряженности электрического  поля световой волны, ω – циклическая  частота  
колебаний световой волны. 

Второй закон Ньютона для движения валентного электрона в данном 
случае примет вид: 

2

2 cos()o
drdrmkreEt
dtdt

βω=−−− .                              (8.5) 

Решение уравнения (8.5) несколько громоздко. Для упрощения дальней-
шего решения пренебрежем поглощением  света в среде, положив, что β = 0, 
тогда уравнение (8.5) примет вид: 

2
2

2 cos()o
o

dreE rt
dtm

ωω+=− ,                                      (8.6) 

где 2
o kmω =  – собственная частота колебаний валентного электрона. Решение 

уравнения (8.6) имеет вид:   

22cos()ooreEtm ωωω=−−  .                                 (8.7) 

С учетом (8.4) и (8.7) получаем окончательно  выражение для показателя  
преломления вещества в виде: 

2
2

221
()oo

Nen
mεωω

=+
− .                                        (8.8) 
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Из формулы (8.8) следует:   
1) при увеличении частоты световой волны от 0 до ω < ωo   показатель 

преломления n > 1  и  возрастает (нормальная дисперсия); 
2) при ω = ωо  показатель преломления n = ± ∞;   
3) в области частот   ωо ≤ ω ≤ ∞  n < 1 и возрастает от - ∞ до 1 (нормаль-

ная дисперсия).   
Обращение n в бес-

конечность во втором 
случае физического смыс-
ла не имеет и связано с тем 
обстоятельством, что мы 
пренебрегли потерями  
энергии на излучение и по-
глощение энергии в 
веществе. При учете этого 
обстоятельства для показа-
теля преломления  
получается выражение, график  которого представлен на рис. 8.3. Области АВ и 
СD соответствуют нормальной  дисперсии, область ВС, соответствующая усло-
вию 2, см. выше, называется областью аномальной дисперсии. В области 
аномальной дисперсии имеет место резкое увеличение поглощения энергии 
световой волны. Зависимость коэффициента  поглощения от частоты падающе-
го света представлена на рис. 8.3 штриховой линией. Максимум этой кривой 
соответствует частоте собственных колебаний ωо валентного электрона.  

Если в веществе содержится  несколько валентных электронов, то выра-
жение ()nn ω=  приобретает  более сложный вид, см. пример 10.2 к теме 
«Взаимодействие  электромагнитных  волн с веществом». Заметим также, что 
формула (8.8) справедлива для световых волн, частота которых существенно 
отличается от частоты собственных колебаний валентных электронов ωоi.  

При прохождении рентгеновских  волн через вещество можно пренебречь 
частотой собственных колебаний электронов в сравнении с  частотой рентге-
новских волн ( для видимой области света частота рентгеновских волн 
превышает частоту колебаний валентных электронов примерно в 103 раз). 

Если в веществе имеются  свободные электроны, то для них ωoi = 0 , т.к. 
они не связаны упруго с ионными остатками атомов.  

Фазовая и групповая скорости электромагнитных  волн. При распро-
странении световых волн в диспергирующей  среде вводят понятие фазовой и 
групповой скорости. 
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Фазовой скоростью v света называют скорость распространения  точки 
световой волны, в которой фаза волны остается неизменной. Фазовая скорость 
входит в уравнение бегущей волны: 

sin[()]
voo
xEEt ωϕ=−+ ,                                    (8.9) 

где x – расстояние от начальной точки, где возбуждается  волна, φо – начальная 
фаза волны. 

Фазовая скорость определяется выражением: 

v=
k
ω

λν = ,                                              (8.10) 

где ω = 2πν,  k = 2π/λ.  
Фазовая скорость, как видно из ее определения, характеризует скорость 

распространения  идеальной монохроматической  волны. Реальные световые 
волны представляют  собой конечные во времени импульсы световых волн и по 
существу состоят  из совокупности большого числа монохроматических  волн с 
близкими частотами. Такую совокупность  волн называют группой волн. Группу 
волн характеризуют групповой скоростью. Групповая скорость – это скорость 
распространения  точки группы волн, в которой амплитуда группы волн остает-
ся постоянной. Поскольку энергия волны пропорциональна  квадрату  
амплитуды световой волны, то групповую скорость можно определить  как ско-
рость распространения  энергии световой волны, которая, согласно постулатам 
теории относительности , не может превышать скорость света в вакууме.  

Групповая  скорость  по определению  выражается  формулой  
du
dk
ω

= .                                                     (8.11) 

Английский ученый Дж. Рэлей установил соотношение  между групповой 
и фазовой скоростями света. Оно имеет вид:  

dvv-
d

u λ
λ

= .                                                (8.12) 

В области  нормальной  дисперсии , где v0dd λ > , групповая  скорость   
света  меньше  фазовой , этому случаю  соответствует  убывание  коэффициента  
преломления  n  с возрастанием  длины  волны . В области  аномальной  диспер -
сии v0dd λ <   и формально  групповая  скорость  оказывается  больше  
фазовой , но в этой области  вследствие  сильной  дисперсии  понятие  группо-
вой скорости  не имеет  смысла . Для воздуха  дисперсия  настолько  мала , что 
групповая  и фазовая  скорости  практически  совпадают , в вакууме  же диспер -
сия вовсе отсутствует , и данные  скорости  совпадают  точно .  
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Поглощение света. При прохождении  света через любое вещество (твер-
дое, жидкое, газообразное) происходит уменьшение его интенсивности. 
Данный  процесс  носит  название  поглощения света. Поглощение света в ве-
ществе 
связано с рядом физических факторов: 

1) переходом энергии световой волны во внутреннюю энергию вещества,  
связанную с движение атомов или молекул;  

2) ионизацией атомов или молекул (фотоэффект); 
3) возникновением  вторичного излучения ( фотолюминесценции , имею-

щей иной спектральный  состав);  
4) рассеянием света на мелких оптических  неоднородностях среды, при-

водящим к выходу этого излучения от направления первоначального  
распространения  световой волны.   

Первые два фактора обуславливают истинное поглощение света, т.к. при-
водят к превращению электромагнитной  энергии во внутреннюю  энергию 
вещества.  

 Если на входе в вещество интенсивность световой волны будет Io, то по-
сле прохождения  слоя вещества толщиной d интенсивность волны уменьшается 
и на выходе из вещества она будет равна I.  Как показывает эксперимент, для  
оптически однородной среды эти величины  связаны соотношением:   

kd
oIIe −= ,                                                (8.13) 

где е – основание натуральных логарифмов; k –  коэффициент поглощения, за-
висящий от химической природы и состояния вещества и длины волны света λ. 
Коэффициент поглощения есть величина , обратная толщине вещества, при про-
хождении которого интенсивность света уменьшается в е = 2,718 раз.  

Выражение (8.12) определяет зависимость, называемую законом Бугера. 
Физический смысл закона Бугера состоит в том, что коэффициент поглощения  
k не зависит от интенсивности света. 

Зависимость показателя поглощения от длины волны называют спектром 
поглощения. Разреженные газы имеют линейчатый спектр поглощения, жидко-
сти и твердые тела – сплошной спектр поглощения. 

В разбавленных растворах вещества в практически непоглощающем рас-
творителе коэффициент  поглощения k = b·С и закон Бугера (в этом случае его 
называют законом Бугера–Ламберта–Бера) принимает вид:  

,bCd
oIIe −=                                                  (8.14) 
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где C – концентрация раствора; b – коэффициент , не зависящий от концентра-
ции и характерный  для молекул поглощающего вещества. 

Контрольные вопросы по теме «Дисперсия и поглощение световых 
волн» 

1. Что называется дисперсией световых волн? 
2. В чем заключается  разница между нормальной и аномальной диспер-

сией световых волн? 
3. Волны, какого участка видимого света, синего или красного, испыты-

вают большее отклонение при прохождении  через призму? 
4. В чем заключается  физическая разница в дисперсии световых волн при 

прохождении их через призму и дифракционную решетку? 
5. Изобразите примерный график зависимости  показателя преломления  

от частоты для нормальной дисперсии. 
6. Изобразите схему наблюдения дисперсии световых волн по Ньютону. 
7. Запишите  дифференциальное  уравнение, описывающее дисперсию 

световых волн в веществе на основе классической электронной теории. 
8. Поясните физическую сущность элементарной электронной теории 

дисперсии световых волн. 
9. Изобразите график зависимости показателя преломления от частоты 

при наличии в атомах вещества одного валентного электрона. Как измениться  
эта зависимость при наличии нескольких валентных электронов? 

10. Объясните, почему в области аномальной дисперсии имеет место мак-
симальное поглощение энергии световой волны? 

11. Объясните, почему при анализе дисперсии рентгеновских волн в ве-
ществе можно пренебречь частотой собственных колебаний валентных  
электронов? 

12. Каковы физические причины уменьшения интенсивности световых 
волн при прохождении их через вещество? 

13. Почему раствор с одной и той же концентрацией  растворенного  веще-
ства по-разному поглощает световые волны разных частот? 

14. Дайте определения фазовой и групповой скоростей световых волн. 
Каково соотношение  между фазовой и групповой скоростями световых волн в 
вакууме?  

15. Сформулируйте  закон Бугера–Ламберта–Бера. 
16. Дайте физическое объяснение  уменьшения интенсивности  световой 

волны, проходящей через раствор вещества, при увеличении концентрации.  
17. Какие спектры поглощения имеют разреженные газы, жидкости и 

твердые тела? 
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18. На величину какой скорости, фазовой или групповой, накладывает  
ограничение специальная теория относительности? 
 
 
 
 
 
 

Методические указания и примеры решения задач 
 
 

1. Гармонические колебания 
 

Пример 1.1 
Материальная точка массой m=100 г совершает гармонические колебания  

по закону )6sin(10 ππ +⋅= tx  см. Определить амплитуду  скорости mυ , макси-
мальное значение силы mF , действующей на точку, и ее полную энергию W. 

Дано: m=100 г=0,1 кг, )6sin(10 ππ +⋅= tx , см. 
Найти : mυ  –? mF  – ? W – ? 
 
Решение 
Уравнение гармонических колебаний в данной задаче имеет вид 

( )αω +Α= ttx 0sin)( . Сравнивая это уравнение с законом )6sin(10 ππ +⋅= tx , нахо-
дим, что амплитуда колебаний равна А=10 см=0,1 м; циклическая частота ω0=π  
с-1; начальная фаза 

6
πα = . 

Скорость колеблющейся точки есть производная от смещения по времени: 

000()cos()cos() m
dxttt
dt

υωωαυωα==Α+=+ , 

где через mυ  обозначена максимальная  скорость, 0m Aυω= .                (1.1.1) 
Максимальное значение силы будет равно произведению массы на макси-

мальное ускорение mmFma= . 
Ускорение колеблющейся  точки – это производная от скорости по време-

ни: 
2
000()sin()sin() m

dattat
dt
υ

ωωαωα==−Α+=−+ , 

где 2
0maA ω=  - максимальное ускорение.       
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Тогда выражение для максимальной силы будет иметь вид: 
  2

0mmFmamA ω== .    (1.1.2) 
Полная энергия W  колебательного движения определится согласно фор-

муле (1.18): 

        
22

0

2
mAW ω

= .               (1.1.3) 

Подставив числовые значения в формулы (1.1.1) - (1.1.3), рассчитаем ре-
зультат. 

0 0,10,314m Aυωπ==⋅=  м/с; 
22
0 0,10,1mFmA ωπ==⋅⋅= 9,86⋅10-2 Н; 

2222
0 0,10,1

22
mAW ωπ ⋅⋅

=== 4,9⋅10-3 Дж. 

Ответ: mυ  = 0,314 м/с, mF  = 9,86⋅10-2 Н, W = 4,9⋅10-3 Дж. 
 

Пример 1.2 
Тело совершает  гармонические  колебания  с периодом T=1,5 с, а макси-

мальное ускорение тела составляет ma =5 см/с2. Определить скорость 
колеблющего тела в тот момент, когда кинетическая энергия тела kW  в 2 раза 
меньше его потенциальной энергии пW . 

Дано: T=1,5 с, ma =5 см/с2=0,05 м/с2, 2пкWW= . 
Найти : υ  –? 
 
Решение 
По закону сохранения  энергии полная энергия тела, совершающего  гар-

монические колебания, остается постоянной. Величина полной энергии  
является суммой кинетической и потенциальной энергии и равна либо макси-
мальной кинетической энергии макскW , либо максимальной потенциальной  
энергии пмаксW : пол k пкмакспмаксWWWWW=+== . 

Так как по условию кп WW 2= , то полная энергия равна            
    23k пккккмаксWWWWWW+=+==                              (1.2.1) 

Подставляя формулы 
2

2k
mW υ

= , 
2

2
m

k макс
mW υ

=  в (1.2.1), получим: 
22

33
22

m
ккмакс

mmWW υυ
=== . Откуда 223 mυυ= . 

Следовательно, величина скорости в тот момент, когда кинетическая  энер-
гия тела kW  в 2 раза меньше его потенциальной энергии пW , определится по 
формуле 
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1
3 mυυ= .               (1.2.2) 

Значение максимальной скорости равно (см. пример 1.1) 0m Aυω= , а мак-

симального ускорения - 2
0maA ω= . Откуда 

0

m
m

a
υ

ω
= .                 (1.2.3) 

Подставив формулу (1.2.3) в (1.2.2), и учитывая, что 0
2
T
π

ω = , получим: 

       
0

11
3323

mm
m

aaT
υυ

ω π
=== .    (1.2.4) 

Подставим числовые значения и рассчитаем  результат: 
0,051,5

23
υ

π
⋅

== 6,9⋅10-3 м/с. 

Ответ: υ  = 6,9⋅10-3 м/с. 

Пример 1.3 
Тонкий однородный стержень длины l = 1 м совершает гармонические ко-

лебания вокруг горизонтальной оси, находящейся на расстоянии d = 25 см от 
его середины. Определить период его колебаний. 

Дано: l = 1 м, d = 25 см = 0,25 м. 
Найти : T –? 
 
Решение 
Период колебаний физического маятника, каким является стержень, опре-

деляется выражением 

          
mgd

IT π2= ,     (1.3.1) 

где I – момент инерции тела относительно оси вращения; d – расстояние между 
осью вращения и центром масс; m – масса тела. 

Момент инерции стержня I относительно оси вращения можно определить  
по теореме Штейнера:       2mdII С += ,                            (1.3.2) 
где Iс – момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс;  
d – расстояние  между осью вращения  и осью проходящей через центр масс.  

Момент инерции стержня длиной l относительно оси, проходящей через 
центр масс и перпендикулярной  стержню, определяется формулой:  

2

12C
mlI = .       (1.3.3) 
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Подставив формулу (1.3.3) в (1.3.2), получим формулу момента  инерции 

стержня относительно оси вращения: 
22

22 ()
1212
mllImdmd=+=+ . Это выра-

жение подставим в (1.3.1): 
2 2

1222
l dIT

mgdgd
ππ

+
== . 

При подстановке  числовых значений примем ускорение свободного паде-
ния равным g=10 м/с2: 

21 0,25122
0,2510

T π
+

=⋅=
⋅

0,208 с. 

    Ответ: T = 0,208 с. 

Пример 1.4 
Материальная точка совершает гармонические  колебания с частотой рав-

ной ν = 0,5 Гц. Амплитуда колебания А = 5 см. Определить скорость точки υ   в 
тот момент, когда смещение равно х = 2,5 см. 

Дано: А = 5 см, ν = 0,5 Гц , х = 2,5 см. 
Найти : υ  –?  
 
Решение 
Выберем в качестве закона изменения смещения ()xt  точки относительно  

положения равновесия функцию косинуса :  
  ( )0()cosxtt ωα=Α+ .    (1.4.1) 

Скорость движения точки υ  есть производная )(tx по времени: 

      00()sin()dxtt
dt

υωωα==−Α+ .   (1.4.2) 

Для определения скорости в некоторый момент времени необходимо 
знать значение фазы колебания 0() tωα +  (ее синус) в этот момент. Фазу коле-
бания (ее косинус) определим из уравнения (1.4.1): 

     ( )0cos xt
A

ωα += .                       (1.4.3) 

Воспользуемся тригонометрической  формулой  
2

00sin()1cos()ttωαωα+=−+ . 
Подставляя ее в формулу (1.4.3), получим  

 
2

0 2sin()1 xt
A

ωα +=− .    (1.4.4) 

Подставив (1.4.4) в (1.4.2), и учитывая, что 0 2 vωπ= , найдем  значение 
модуля скорости точки: 



 111 

2
2222

0000 2sin()12 xtAAxvAx
A

υωωαωωπ=Α+=−=−=− .  (1.4.5) 

При подстановке числовых значений все величины переведем в систему 
СИ. 

22220,552,510υπ −=⋅−⋅= 13,4⋅10-2 м/с. 
Нетрудно показать, что если в качестве закона изменения смещения )(tx  

точки относительно положения равновесия выбрали бы функцию синус, а не 
косинус, то результат был бы тот же.  

Ответ: υ  = 13,4⋅10-2 м/с. 

Пример 1.5 
Уравнение изменения разности потенциалов на обкладках конденсатора в 

колебательном контуре имеет вид: U = 20cos(400πt), В. Емкость конденсатора  
50 мкФ. Найти индуктивность контура и закон изменения силы тока в цепи I(t). 

Дано: С=50 мкФ=50⋅10-6 Ф, U = 20cos(400πt), В. 
Найти : L –? I(t) –? 
 
Решение 
Уравнение изменения  разности потенциалов в общем виде будет выгля-

деть 0cosmUUt ω= . Сравнивая это уравнение с законом tU π400cos20 ⋅= , 
находим, что амплитуда напряжения на обкладках конденсатора mU =20 В; 
циклическая частота ω0=400 π  с-1.  

По определению циклическая частота электромагнитных  колебаний ω0 

равна 0
1
LC

ω = . Тогда индуктивность контура L определится  2
0

1L
Cω

= . 

Подставим числовые значения: 26

1
(400)5010

L
π −==

⋅⋅
0,0127 Гн. 

Для того чтобы найти закон изменения силы тока в цепи контура, необхо-
димо найти закон изменения заряда на обкладках конденсатора в 
колебательном контуре q(t) и взять от него производную по времени. Заряд на 
обкладках конденсатора связан с напряжением qCU= . Поэтому закон изме-
нения заряда будет иметь вид: 3()20cos40010cos400qtCtt ππ −=⋅= Кл. 

Взяв производную  по времени от q(t), получим: 
3()40010sin4001,256sin4001,256cos(400)

2
dqItttt
dt

π
ππππ−==−⋅=−=⋅+  А. 

Ответ: L =0,0127 Гн, ()1,256cos(400)
2

Itt π
π=⋅+  А. 
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Пример 1.6 
Максимальное  значение силы тока в колебательном контуре, состоящего  

из катушки индуктивности  и конденсатора, равна mI =0,1 А, максимальное  
значение напряжения на обкладках конденсатора mU =200 В. Определить цик-
лическую частоту колебаний, если энергия контура равна W =0,2 мДж. 

Дано: mI =0,1 А, mU =200 В, W =0,2 мДж =2⋅10-4 Дж. 
Найти : 0ω  –? 
Решение 
В идеальном электрическом  контуре максимальная энергия электрическо-

го поля maxЭW заряженного  конденсатора  равно максимальной энергии 
магнитного поля maxMW катушки: 

 maxmaxЭ MWW = ,  или  
22

22
mmCULI

= .                    (1.6.1) 

Из уравнения (1.6.1) следует равенство: mmCULI= .              (1.6.2)
 Энергию контура можно определить  следующим образом: 

  
2

222
mmmmmCUCULILCIUW === .   (1.6.3) 

Циклическая частота электромагнитных  колебаний определяется  

0
1
LC

ω = . Подставляя  ее значение в формулу (1.6.3), получим   

022
mmmmLCIUIUW

ω
== . 

Откуда найдем окончательное  выражение для циклической частоты: 

  0 2
mmIU
W

ω = .       (1.6.4) 

Подставим числовые значения и рассчитаем  результат: 

0 4

0,1200
2210

ω −

⋅
=

⋅⋅
= 5⋅104 с-1. 

Ответ: 0ω =5⋅104 с-1. 
 

Пример 1.7 
Максимальное  значение силы тока в колебательном  контуре составляет  

mI =1,57 мА. Частота колебаний равна ν=250 Гц. Определить заряд на обклад-
ках конденсатора колебательного  контура в тот момент, когда энергия 



 113 

электрического поля конденсатора в 3 раза меньше  энергии магнитного поля 
катушки 3мэWW= . 

Дано: mI =1,57 мА=1,57⋅10-3 А, ν=250 Гц, эм WW 3= . 
Найти : q –? 
 
Решение 
В идеальном электрическом  контуре из закона сохранения энергии следу-

ет, что максимальное значение энергии электрического поля maxЭW заряженного  
конденсатора равно максимальному значению энергии магнитного поля 

maxMW катушки: maxmax MЭ WW = . 
В произвольный  же момент времени сумма энергии электрического эW  и 

магнитного полей мW  является величиной постоянной: maxmaxэмЭМWWWW+== . 
Так как по условию 3мэWW= , то полная энергия равна                   

ээ max34эмэЭWWWWWW+=+== .        (1.7.1) 

Выражая энергию электрического  поля через заряд 
2

2э
qW
C

= , равенство  

(1.7.1) запишем в виде: 

        
22

4
22

mqq
CC

= , или 22
m4qq = .      (1.7.2) 

Следовательно, величина заряда на обкладках конденсатора в тот момент, 
когда энергия электрического  поля конденсатора  в 3 раза меньше  энергии маг-
нитного поля катушки, определится   

  
2
mqq = .     (1.7.3) 

Максимальное значение заряда связано с максимальным значением силы 

тока в цепи контура 0mmIq ω= , или 
0

m
m

Iq
ω

= .                    (1.7.4) 

Это следует из того, что сила тока есть производная заряда по времени: 
dqI
dt

= . Так как изменение заряда на обкладках конденсатора происходит по 

гармоническому закону: ( )0()cos mqtqt ωα=+ . Взяв от него производную по 
времени, получим: 

0000()sin()sin()cos()
2mmm

dqItqtItIt
dt

π
ωωαωαωα==−+=−+=++ ,   

где 0mmIq ω=  и есть амплитуда силы тока. 
Подставив формулу (4) в (3), и учитывая, что vπω 20 = , получим: 

24
mmqIq

vπ
== .    (1.7.5) 

Подставим числовые значения и рассчитаем  результат: 
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31,5710
4250

q
π

−⋅
=

⋅
= 0,5⋅10-6 Кл. 

Ответ: q=0,5⋅10-6 Кл. 

 

2. Сложение колебаний 

Пример 2.1 
Складываются два гармонических колебания одного направления , описы-

ваемые уравнениями x1= 1А cos(πt+π/4) и x2= 2А cos(πt+π/2), где  1А = 4 см, 2А  = 4 
см. Определить для результирующего  колебания амплитуду А, начальную фазу 
α . Записать уравнение результирующего  колебания. 

Дано: 1А = 2А =4 см, ω =π с-1, 1α =π/4, 2α =π/2. 
Найти : А–? α –? x(t) –? 
 
Решение 

Результатом сложения двух гармонических  колебаний одинакового  на-
правления, одинаковой частоты является гармоническое колебание  той же 
частоты ( )cosxt ωα=Α+ , амплитуда А и начальная фаза α которого опреде-
ляются по формулам (1.38) и (1.39) соответственно: 

  222
121221 2cos()AAAAA αα=++− ,   (2.1.1) 

       1122

1122

sinsin
coscos

AAtg
AA

αα
α

αα
+

=
+

.     (2.1.2) 

Так как амплитуды колебаний одинаковы 1А  = 2А , а разность фаз равна 

412
π

αα =−  (
2
2

4
cos =

π ), то формулы (2.1.1) и (2.1.2) преобразуются: 

         22222
1211 2cos(22)

4
AAAAA π

=++=+ , или 122AA=+⋅ .    (2.1.3) 

Подставим числовые значения: 
224A =+⋅ =7,4 см. 

2sinsin1 22422
22coscos

42 2

tg

ππ

α
ππ

++ +
===

+
=2,41; 

 (2,41)arctgα = . 
Полученные данные амплитуды А и начальной фазы α подставим в урав-

нение результирующего  колебания: 
x(t)=7,4⋅cos(πt+ )41,2(arctg ), см. 
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Ответ: А=7,4 см. (2,41)arctgα =  x(t)=7,4⋅cos(πt+ )41,2(arctg ). 
 

Пример 2.2 
Частица принимает участие одновременно в трех гармонических  колеба-

ниях, происходящих вдоль одного направления по законам:  
x1 = А1cos(ωt), x2 = А2cos(ωt+π/3), x3 = А3cos(ωt-π/3) , где 1А =5 см, 

2А = 3А =4 см, ω =2 с-1. Определить графическим  методом амплитуду А и началь-
ную фазу α  результирующего  колебания. 

Дано: 1А =5 см, 2А =4 см, 3А =4 см, ω =2 с-1, 01 =α , 
32
π

α = , 
33
π

α −= .  

Найти : А–? α –? 
 
Решение 
Представим все три колебания на векторной диаграмме (рис.). Первое ко-

лебание на диаграмме изобразится вектором длиной 1А , направленным вдоль 
горизонтальной оси. Второе - вектором, длиной 2А , повернутым относительно  

горизонтальной оси против часовой стрелки на угол 
32
πα = . Третье колебание 

изобразится вектором длиной 3А , повернутым 
относительно горизонтальной оси по часовой 
стрелке на угол 

33
πα = .   

Амплитуда А результирующего колебания  
будет равна длине вектора, являющимся геомет-
рической  суммой трех векторов, изображающих  
три колебания на векторной диаграмме. Из ри-
сунка видно, что удобно  

Рис.2.2.1.      сначала сложить  второй и третий вектора. По теореме косинусов, 
квадрат длины амплитуды суммарного вектора 23А  равен: 

      222
23232323 2cos()AAAAA αα=+++ .   (2.2.1) 

Угол между векторами 2А  и 3А  равен 23
2
3
π

αα+=  ( 2cos0,5
3
π

=− ). Так как  

амплитуды колебаний одинаковы 2А = 3А , то из уравнения (2.2.1) следует: 

            22222
232222

22cos
3

AAAAA π
=++= .   (2.2.2) 

Таким образом получили, что вектор 23А , изображающий сумму второго и 
третьего колебаний, имеет длину, равную 2А , и направлен вдоль горизонталь-

3A

2A

1A A
23A

2α
1α
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ной оси. Тогда амплитуда А результирующего колебания определится суммой 
двух векторов 1А  и 23А , совпадающих по направлению . Следовательно , 

         123AA А=+ .     (2.2.3) 

Подставим числовые значения:  A =5+4=9 см. 

Так как вектор, изображающий  результирующее  колебание, направлен  
вдоль горизонтальной  оси, относительно которой отсчитывается фаза колеба-
ния, то начальная фаза α  результирующего  колебания равна нулю. 

Ответ: A =9 см, α =0. 

 

Пример 2.3 
Частица принимает участие одновременно в двух взаимно перпендику-

лярных гармонических колебаниях, уравнения движения которых имеют вид: x 
= Аcos(ωt+α ), у = Вsin(ωt+α ), где А=4 см, В=3 см. Найти уравнение траекто-
рии частицы. 

Дано: А=4 см, В=3 см.  
Найти : y(x) –? 
 
Решение 
Результат сложения двух взаимно перпендикулярных  гармонических  ко-

лебаний одинаковой частоты определяется   разностью фаз этих колебаний. 
Чтобы определить разность фаз колебаний, необходимо уравнения движения 
x(t), y(t) свести к одной функции, например синус. Из тригонометрической  

формулы cossin()
2
π

ββ=+ , где в данном случае () tβωα=+ , уравнения дви-

жения частицы можно привести к виду: x = Аsin(ωt+α ), у=Вsin(ωt+
2
πα + ). Из 

уравнений видно, что разность фаз двух колебаний равна 
2
π  и, согласно резуль-

татам, приведенным в теоретическом  разделе, траектория частицы 
представляет  собой эллипс. 

Результирующую траекторию  найдем с помощью следующих преобразо-
ваний искомых уравнений: 

cos()x t
A

ωα=+ , sin()y t
B

ωα=+ . 

Возведем в квадрат почленно левые и правые части этих уравнений и сло-
жим их:  

22
22

22 sin()cos()1xy tt
AB

ωαωα+=+++= . 
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Подставим числовые значения: 1
916

22

=+
yx

. 

Ответ: 1
916

22

=+
yx

. 

 

Пример 2.4  
Частица принимает участие одновременно в двух взаимно перпендику-

лярных гармонических колебаниях, уравнения движения которых, имеют вид: x 
= А1cos(ωt), у = А2cos(2ωt), где 1А =5 см, 2А =8 см. Найти уравнение траектории  
частицы. 

Дано: 1А =5 см, 2А =8 см. 
Найти : y(x) –? 
Решение 
Чтобы найти уравнение траектории частицы y(x), необходимо исключить  

время t из заданных уравнений x(t), y(t). Для этого воспользуемся  тригономет-
рической формулой 2cos22cos1αα=− . В данном случае tαω= . 

Из уравнения x(t) выражаем косинус: 
1

cos() xt
A

ω = . 

А из уравнения y(t) находим 22

21

cos(2)2cos()12()1yxtt
AA

ωω ==−=− . 

Откуда следует, что 2

21

2()1yx
AA

=− , или 22
22

1

Ay2
(A)

xA=− . 

Полученное уравнение представляет  собой уравнение параболы. 
Подставим числовые значения: 864,0 2 −⋅= xy , см. 
Ответ: 20,648yx=⋅− , см. 
 

3. Затухающие колебания 

Пример 3.1 
Математический  маятник длины l= 50 см совершает малые колебания в 

среде, в которой коэффициент  затухания β = 0,9 с-1. Определить время τ  и чис-
ло полных колебаний N, по истечении которых амплитуда маятника 
уменьшается в 5 раз. 

Дано: l= 50 см, β = 0,9 с-1. 
2

1
A

A =5. 

Найти : τ –? N –? 
 
Решение 
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При отсутствии трения малые колебания  математического маятника про-
исходят по гармоническому  закону с циклической частотой 

          0
g
l

ω = .              (3.1.1) 

Вследствие трения колебания будут затухающими , период которых равен: 

    
22
0

2T π

ωβ
=

−
.      (3.1.2) 

Амплитуда затухающих колебаний изменяется  со временем по закону:                        

0
tAAe β−= ,         (3.1.3) 

 
где  А0 – значение амплитуды в начальный момент времени. 

Запишем выражения для амплитуды колебаний в момент времени t и  t+τ : 

   10
tAAe β−= , ()

20
tAAe βτ−+= .                       (3.1.4) 

Из формулы (3.1.4) видно, что отношение  амплитуд 5
2

1 == βτeA
A . Лога-

рифмируя это выражение, находим  

     ln5βτ = , и ln5
τ

β
= .                          (3.1.5) 

Подставим числовые значения: ln5
τ

β
= =1,79 с. 

Число полных колебаний N за время τ  равно отношению 

  N
T
τ

=  .                                         (3.1.6) 

Определим по формуле (3.1.1) собственную циклическую частоту матема-
тического маятника и, подставив ее в (3.1.2), найдем период затухающих  
колебаний 

          
22

20

22T
g
l

ππ

ωβ β
==

− −
.                        (3.1.7) 

Подставим числовые значения: 
2

2
10 0,9
0,5

T π
=

−
=1,45 с. 

Из сравнения T и τ  видно, что число полных колебаний N за время τ  рав-
но 21 << N , т.е. за два полных колебаний амплитуда уменьшается более чем в 5 
раз. 
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Ответ: τ =1,79 с, 12 N<< . 
 
Пример 3.2 
Тело массой m = 5 г совершает затухающие колебания. В течение одной 

минуты амплитуда колебаний уменьшилась в 2 раза. Определить коэффициент  
сопротивления r. 

Дано: m = 5 г = 5⋅10-3 кг,  t = 1 мин = 60 с,
1

0
A

A = 2. 

Найти : r –? 
 
Решение 
Коэффициент сопротивления r для механических колебательных систем 

связан с коэффициентом  затухания β  и массой тела m соотношением :   

          2rm β=  .      (3.2.1) 

Амплитуда затухающих колебаний изменяется  со временем по закону:  

0
tAAe β−= ,         (3.2.2)  

где  А0 – значение амплитуды в начальный момент времени. 
Выразим коэффициент   затухания из формулы (3.2.2): 

0

1
lnln2At Aβ == 


. 

Откуда                                                ln2
t

β = .                          (3.2.3) 

Значение коэффициента   затухания (3.2.3) подставим в (3.2.1): 

             ln222rmm
t

β== .    (3.2.4) 

Подставим числовые значения: 
3 0,6932510

60
r −=⋅⋅ =1,155⋅10-4 кг/с. 

Ответ: r=1,155⋅10-4 кг/с. 
 

Пример 3.3 
Определить логарифмический декремент  колебаний λ , при котором энер-

гия маятника за N = 5 полных колебаний уменьшилась в 8 раз.   
Дано: N = 5, 

1

0
W

W = 8. 

Найти : λ –? 
 
Решение 
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Логарифмический  декремент затухания λ  определяется  
 Tλβ= ,     (3.3.1) 

где β  – коэффициент затухания, T– период затухающих колебаний.  
Энергия системы при затухающих колебаниях убывает со временем по за-

кону (1.56):  

       2
0

tWWe β−= ,                         (3.3.2) 
где 0W - значение энергии в начальный момент времени  t = 0. 

Выразим коэффициент   затухания из формулы (3.3.2): 
0

1
2lnln8 Wt Wβ == 


,  откуда    ln8

2t
β = .                                     (3.3.3) 

Период колебаний равен отношению времени t к числу колебаний N:  
tT
N

= . Следовательно, время колебаний t будет равно: tNT=⋅ . Подставив в 

(3.3.3), получим, что  ln8ln8
22tNT

β ==
⋅

. 

Откуда получаем выражение для логарифмического  декремента колеба-
ний: 

       ln8
2

T
N

λβ== .     (3.3.4) 

Подставим числовые значения: 
ln8
25

λ =
⋅

=0,208. 

Ответ: λ =0,208. 
 

Пример 3.4 
Колебательный контур состоит из катушки индуктивностью  L  = 10 мГн, 

конденсатора емкостью С = 0,1 мкФ и резистора сопротивлением R = 20 Ом. 
Определите число полных колебаний N, за которые амплитуда тока в контуре 
уменьшится в e раз. 

Дано: L =10 мГн = 10-2 Гн, С = 0,1 мкФ =10-7 Ф, R = 20 Ом, 
N

0

m

m
I

I = e. 

Найти : N –? 
 
Решение 
Число колебаний N равно отношению времени t к периоду колебаний T: 

   tN
T

= .     (3.4.1) 

Амплитуда силы тока в контуре убывает со временем по экспоненциаль-
ному закону: 
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       0
t

mmIIe β−= ,            (3.4.2) 

где коэффициент затухания для колебательного контура определяется выраже-
нием: 

 
2
R
L

β = .     (3.4.3) 

По условию задачи отношение амплитуд силы тока начальной 0mI  к ко-

нечной mI  за время t равно e, т.е.  0

N

tm

m

I eI
β= . 

Логарифмируя это выражение, находим 1ln == etβ , и, следовательно, 

   1t
β

= .                (3.4.4) 

Используя формулу (3.4.4), находим, что время колебаний t равно 

                   12 Lt
Rβ

== .                      (3.4.5) 

Период затухающих колебаний определяется : 

      
22
0

2T π

ωβ
=

−
.     (3.4.6) 

Собственная  циклическая частота электрического контура равна: 

0
1

LC
ω = . 

Подставив значения 0ω  и β  в (3.4.6), найдем период затухающих колеба-
ний: 

     
2

2

2
1

4

T
R

LCL

π
=

−

.                               (3.4.7) 

Определив время колебаний t (3.4.5) и период T (3.4.7), из   формулы 
(3.4.1) получим выражение для числа колебаний N: 

        
2

2

1
4

tLRN
TRLCLπ

==−     (3.4.8) 

Подставим числовые значения: 
 

2

274

0,01120
3,14201010410

N −−−=−
⋅⋅⋅

= 5. 

Ответ: 5=N  
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Пример 3.5 
Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью С = 0,02 мкФ и 

катушки длиной l = 20 см радиусом r = 2 см из медной проволоки диаметром  
D = 1 мм. Найти логарифмический  декремент  затухания контура λ .  (Удельное 
сопротивление меди ρ  = 0,017 мкОм⋅м = 1,7⋅10-8 Ом⋅м) 

Дано: С=0,02 мкФ = 2⋅10-8 Ф, l = 20 см, r = 2 см,  
ρ  = 0,017 мкОм⋅м = 1,7⋅10-8 Ом⋅м, d = 1 мм. 
Найти : λ  –? 
 
Решение 
Логарифмический  декремент затухания λ  определяется по формуле 

              2
2
RT
L

π
λβ

ω
== ,               (3.5.1) 

где 
2
R
L

β =  - коэффициент затухания; R - сопротивление контура; L - индук-

тивность катушки; 22
0ωωβ=−  - циклическая частота затухающих колебаний; 

0
1
LC

ω = - собственная циклическая  частота. При подстановке значений 0ω  и 

β  выражение для ω  будет: 

          
2

2

1
4
R

LCL
ω =− .                                          (3.5.2) 

Для определения логарифмического  декремента  затухания необходимо  
найти  сопротивление контура R и  индуктивность катушки L. Определим ин-
дуктивность катушки L как индуктивность  соленоида: 

       
2

0NSL
l

µµ
= ,               (3.5.3) 

где N – число витков соленоида; l – его длина; S – площадь поперечного сече-
ния; μ – магнитная проницаемость  сердечника (для вакуума, воздуха μ =1); μ0 – 
магнитная постоянная  ( 7

0 410µπ −=⋅  Гн/м). 
Так как витки в соленоиде намотаны плотно друг к другу, то число витков 

N определится   отношением длины соленоида к диаметру проволоки: 

  lN
d

= .     (3.5.4) 

Площадь поперечного сечения определится  через радиус r соленоида: 
2Sr π=⋅ . Подставив значения N и S в формулу (3.5.3),  найдем выражение для 

индуктивности соленоида: 

          
222

00
22

lrlrL
dld

µµπµµπ
== .                     (3.5.5)  
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Сопротивление проводника R зависит от длины проводника lпр, площади 
поперечного сечения Sпр: 

            
пр

пр

l
R

S
ρ= .                                         (3.5.6)  

Площадь поперечного сечения проводника Sпр определим через его диа-
метр d 

2

4пр
dS π

= .      (3.5.7) 

Соленоид можно представить как совокупность  N круговых витков. Тогда 
длину проводника lпр вычислим: произведение числа витков на длину одного 
витка 2прlNr π=⋅ , где r - радиус соленоида.  

Используя формулу (3.5.4), находим, что 2пр
llr
d

π=⋅ . 

Тогда выражение для сопротивления  проводника примет вид: 

23
482lrlRr

ddd
ρρπ

π
=⋅= .                      (3.5.8) 

Для определения логарифмического  декремента  затухания λ  вычислим 
числовые значения сопротивления  контура R (3.5.8),  индуктивности катушки L 
(3.5.5) и циклической частоты (3.5.2) и подставим в формулу (3.5.1). 

Сделаем числовые расчеты: 
82

9
81,7102100,2

10
R

−−

−

⋅⋅⋅⋅⋅
= =54,4 Ом. 

274

6

4100,2410
10

L π −−

−

⋅⋅⋅⋅
= =31,6⋅10-5 Гн.  

2852

252

1101054,4
4231,64(31,610)
R

LCL
ω −

⋅
=−=−

⋅⋅⋅
=3,88⋅105 с-1.  

55

254,4
23,881031,610
R
L

π
λπ

ω −==
⋅⋅⋅

=1,39. 

Ответ: λ = 1,39. 
 

Пример 3.6 
За время 2 минуты теряется  40% энергии колебаний маятника. Опреде-

лить коэффициент  затухания. 
Дано: W∆ =40% W0, t=2 мин=120 c. 
Найти : β  –? 
 
Решение 
По условию задачи 40% энергии колебаний теряется. Следовательно, от-

носительно первоначального  запаса энергии осталось 60% энергии, т.е.                                                                          
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00,6WW=⋅ .     (3.6.1) 

Энергия системы при затухающих колебаниях убывает со временем по за-
кону (1.56): 

        2
0

tWWe β−= ,                                  (3.6.2) 

где 0W - значение энергии в начальный момент времени t=0. 
Выразим коэффициент   затухания из формулы (3.6.2): 

0

1

52lnln
3

Wt Wβ == 


,  откуда 

5ln()
3

2t
β = .                                (3.6.3) 

Подставим числовые значения: 
5ln()
3

2120
β =

⋅
= с-1. 

Ответ: β = 1,39 с-1. 

4. Переменный ток 

Пример 4.1 
Катушка  длиной l = 40 см и площадью поперечного сечения S = 5 см2 

включена в цепь переменного тока частотой ν = 50 Гц. Число витков катушки 
N= 2000. Найти сопротивление R катушки, если сдвиг фаз между напряжением  
и током α =45°.  

Дано: l=40 см=0,4 м, ν=50 Гц, S=5 см2 =5⋅10-4 м2, N=2000, α =45°.  
Найти : R –? 
 
Решение 
Колебательный контур состоит из катушки индуктивности   и сопротивле-

ния. Воспользуемся  векторной диаграммой, см. рис. 
Изменение напряжения на катушке индуктивности  LU  опережает по фазе 

колебания силы тока   на 
2
π . Изменения напряжения на активном сопротивле-

нии RU  происходят синфазно с колебаниями силы тока в цепи. Поэтому на 
векторной диаграмме колебания LU  и RU  представлены векторами длиной  

LmU  и RmU , соответственно , расположенными под углом 
2
π  Рис.4.1.1.        друг к 

другу ( причем, вектор LmU  повернут относительно  вектора RmU  по часовой 
стрелке). Сумма этих двух векторов будет равна вектору, длиной mU , изобра-
жающему колебание приложенного внешнего напряжения. Угол α  между 
векторами mU  и RmU  равен сдвигу фаз между приложенным внешним напря-
жением  и изменением тока в цепи. 
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Из рисунка видно, что Lm

Rm

Utg
U

α = .                      

(4.1.1) 
Амплитуда напряжения на катушке индуктивности LmU  равна  

LmmULI ω= , а амплитуда напряжения на активном сопротивлении RmmUIR = . 
Подставляя значения напряжений  в формулу (4.4.1) и учитывая, что  1=αtg , 
получим  

  1L
R

ω
= , или RL ω= .    (4.1.2) 

Индуктивность катушки L определяется  по формуле индуктивности  соле-
ноида: 

      
2

0NSL
l

µµ
= ,               (4.1.3) 

где N – число витков соленоида; l – его длина; S – площадь поперечного сече-
ния; μ – магнитная проницаемость  сердечника (для вакуума, воздуха μ =1);  
μ0 – магнитная постоянная  ( 7

0 104 −⋅= πµ  Гн/м).  
Подставив (4.1.3) в (4.1.2), получим: 

    
22

00 2NSNSRv
ll

µµµµ
ωπ== .   (4.1.4) 

Подставим числовые значения: 
 

764410410510250
0,4

R π
π

−−⋅⋅⋅⋅⋅
=⋅ = 1,97 Ом. 

Ответ: R = 1,97 Ом. 
 

Пример 4.2 
В  цепь переменного тока включены последовательно  емкость C, сопро-

тивление  R и катушка индуктивности L. Амплитуда переменного напряжения 
mU =220 В. Найти амплитуду падения напряжения  на сопротивлении RmU , если 

известно, что амплитуда падения напряжения на конденсаторе равно 
CmU =3⋅ RmU , а на индуктивности LmU =4⋅ RmU . 
Дано: mU =220 В, CmU =3⋅ RmU , LmU =4⋅ RmU . 
Найти : RmU –? 
 
Решение: 
Для решения задачи воспользуемся   векторной диаграммой, приведенной  

на рис. 2.6,а в разделе  «Вынужденные электромагнитные  колебания». 
Из векторной диаграммы, по теореме Пифагора, видно, что 

       22 ()mRmLmCmUUUU=+− .    (4.2.1) 

α

RmU
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Из условия задачи получается  LmCmRmUUU−= . Тогда формула (4.2.1) пре-
образуется: 

       22 2mRmRmRmUUUU=+= .    (4.2.2) 

Из формулы (4.2.2)  следует, что  
2
m

Rm
UU = .                           (4.2.3)  

Подставим числовые значения: 
220

2RmU = =155,6 В. 

Ответ: RmU =155,6 В. 
 

Пример 4.3 
Колебательный контур состоит из катушки индуктивностью L = 2 мГн   и 

резистора сопротивлением R = 4 кОм. При какой частоте ν переменного тока 
полное сопротивление Z  в три раза больше его активного сопротивления  R?  

Дано: R = 4 кОм = 4⋅103 Ом,  L= 2 мГн = 2⋅10-3 Гн, Z = 3 R.  
Найти : ν –? 
 
Решение 
Полное сопротивление переменного тока контура, состоящего из катушки 

индуктивностью L и резистора сопротивлением R, определится:  
    2222 ()LZRXRL ω=+=+ .   (4.3.1) 

Так как по условию задачи полное сопротивление  Z  в три раза больше его 
активного сопротивления  R, то из (4.3.1) следует  

2222 9()ZRRL ω==+ .                                  (4.3.2) 
Откуда 228()RL ω= , или 82RLvLωπ== .                                           
Частота ν, удовлетворяющая условию Z =3 R, будет равна 

8
2

Rv
Lπ

= .                    (4.3.3) 

Подставим числовые значения: 
3

3

8410
2210

v
π −

⋅⋅
=

⋅⋅
=9⋅105 Гц. 

Ответ: ν =9⋅105 Гц. 
 

Пример 4.4 
В цепи, состоящей из последовательно  соединенных элементов: конденса-

тора емкостью C = 0,1 мкФ и резистора  сопротивлением R, подключен 
источник переменного напряжения 20cos200Ut π=  В. Найти полное сопро-
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тивление цепи Z и амплитуду силы тока mI , если сдвиг фаз между напряжени-
ем и током α =30°. 

Дано: С = 0,1 мкФ =10-7 Ф, α  = 30°, 20cos200Ut π=  В. 
Найти : Z–? mI –? 
 
Решение 

Цепь переменного тока кроме источ-
ника переменного напряжения содержит  
конденсатор и сопротивление. Воспользу-
емся  векторной диаграммой (рис.).  

Изменение напряжения на конденса-
торе CU  отстает по фазе от Рис.4.4.1.         

изменения силы тока на 
2
π . Изменения напряжения на активном сопротивлении  

RU  происходят синфазно с колебаниями силы тока в цепи. Поэтому на вектор-
ной диаграмме колебания CU  и RU  представлены векторами длиной  CmU  и 

RmU , соответственно  расположенными под углом 
2
π  друг к другу (причем век-

тор CmU  повернут относительно вектора RmU  против часовой стрелки). Сумма 
этих двух векторов будет равна вектору длиной mU , изображающему колеба-
ние приложенного внешнего напряжения . Угол α  между векторами mU  и RmU  
равен сдвигу фаз между приложенным  внешним напряжением  и изменением  
тока в цепи. 

Из рисунка видно, что 
      sinСmmUU α= .                                (4.4.1) 

Амплитуда напряжения на конденсаторе равна: 
m

Cm
IU
Cω

= .                        (4.4.2) 

Откуда амплитуда силы тока mI  в цепи определится 
mCmI СUω= .                   (4.4.3) 

Подставляя формулу (4.4.1) в (4.4.2), получим 
    sinmmI СUωα= .            (4.4.4) 

Уравнение изменения переменного напряжения в общем виде будет вы-
глядеть cosmUUt ω= . Сравнивая это уравнение с законом 20cos200Ut π= , 
находим, что амплитуда переменного напряжения mU =20 В, а его циклическая  
частота ω=200π  с-1.  

Подставим числовые значения в формулу (4.4.4): 
720010200,5mI π −=⋅⋅⋅ =6,28⋅10-4 А. 

Полное сопротивление  цепи Z, состоящей из последовательно  соединен-
ных конденсатора и резистора, определится: 

α RmU

CmU
mU
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               22 1()ZR
Cω

=+ .                  (4.4.5) 

В формуле (4.4.5) величина сопротивления R неизвестна. Из рисунка вид-
но, что тангенс угла α  равен отношению CmU  к RmU : 

 
1

Cm

Rm

U Ctg
UR

ωα == .                                (4.4.6) 

Из формулы (4.4.6) находим: 

             1R
Ctgωα

=
⋅

                (4.4.7) 

Подставим (4.4.7) в формулу (4.4.5), получим: 

     22
2

1111()1
sin

ZR
C С tgCωωαωα

=+=+=
⋅

.  (4.4.8) 

 
Подставим числовые значения в формулу (4.4.8): 

7

1
200100,5

Z
π −=

⋅⋅
=31,85⋅103 Ом. 

Ответ: Z =31,85⋅103 Ом, mI =6,28⋅10-4 А. 

Пример 4.5 
В  цепь колебательного  контура, состоящего из последовательно  соеди-

ненных конденсатора  емкостью C = 40 мкФ, резистора с сопротивлением R= 50 
Ом и катушки с индуктивностью L= 0,5 Гн, подключено переменное внешнее  
напряжение с амплитудным значением mU = 180 В частотой v= 50 Гц. Найти 
полное сопротивление цепи Z и амплитуду силы тока mI .  

Дано: С = 40 мкФ =4·10-5 Ф, R= 30 Ом , mU = 180 В, v= 50 Гц. 
Найти : Z–? mI –? 
 
Решение 
Полное сопротивление  цепи Z, состоящей конденсатора, резистора  и ка-

тушки с индуктивности определится  по формуле 

 22 1()ZRL
C

ω
ω

=+− ,                                       (4.5.1) 

где 2 vωπ= =314 с-1. Амплитуду силы тока mI  найдем из закона Ома для пере-
менного тока: 

 m
m

UI
Z

= .                                                  (4.5.2) 

Подставим числовые значения в формулы (4.5.1) и (4.5.2): 
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22
5

150(3140,5)
314410

Z −=+⋅−=
⋅⋅

92,1 Ом; 180
92,1mI ==  1,95 А. 

Ответ: Z =92,1 Ом, mI = 1,95 А. 
 

5. Механические и электромагнитные  волны 
Пример 5.1 
Звуковые колебания, имеющие частоту ν = 450 Гц и амплитуду А = 0,3 мм, 

распространяются  в воздухе. Длина волны λ  = 80 см. Найти скорость распро-
странения волн υ  и максимальную скорость  колебаний частиц воздуха 

max

d
dt
ξ




. 

Дано: ν=450 Гц, А=0,3 мм=3⋅10-4 м, λ =80 см=0,8 м. 

Найти : υ  –? 
max

d
dt
ξ




–? 

Решение 

Запишем уравнение плоской волны cos() xAtξω
υ

=− .                      (5.1.1) 

Скорость распространения  волны равна vυλ= .                      (5.1.2) 
Скорость колебаний частиц воздуха определится  как первая производная  

смещения ξ  (5.1.1) по времени: sin()dx At
dt
ξ

ωω
υ

=−− . Модуль величины, 

стоящей перед синусом, и представляет  собой максимальную скорость колеба-
ний частиц: 

 
max

2d AvA
dt
ξ

ωπ ==


.               (5.1.3) 

Подставим числовые значения в формулы (5.1.2) и (5.1.4): 
4500,8υ =⋅ =360 м/с. 

4

max

2450310d
dt
ξ

π − =⋅⋅⋅


=0,848 м/с. 

Ответ: υ =360 м/с, 
max

d
dt
ξ




=0,848 м/с. 

Пример 5.2 
Упругая волна распространяется  вдоль оси х со скоростью υ =15 м/с. Пе-

риод колебаний частиц среды равен T=1,2 с, амплитуда А=2 см. Определить 
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длину волны λ , смещение ξ , скорость d
dt
ξ  и ускорение 

2

2

d
dt

ξ  точки, находя-

щейся от  источника колебаний на расстоянии  х=45 м в момент времени t =4 с. 
Дано: υ =15 м/с, А=2 см=0,02 м, T=1,2 с, х=45 м, t =4 с. 

Найти : λ  –? ξ –? d
dt
ξ –? 

2

2

d
dt

ξ –? 

Решение 
Длина волны равна расстоянию, на которое распространяется  фаза коле-

бания за время, равное периоду Tλυ= .                                                  (5.2.1)  
Запишем уравнение плоской волны  

    cos() xAtξω
υ

=− ,                                (5.2.2) 

где ξ – смещение колеблющейся  точки; х– расстояние точки от  источника ко-

лебаний; ω – циклическая частота колебаний, равная 2
T
π

ω = . 

Скорость колебаний точки находим, взяв первую производную от смеще-
ния ξ  (5.2.2) по времени: 

sin()dx At
dt
ξ

ωω
υ

=−− .     (5.2.3) 

Взяв  вторую производную ξ  (5.2.2) по времени, найдем ускорение коле-
баний точки: 

 
2

2
2 cos()dx At

dt
ξ

ωω
υ

=−− .                         (5.2.4) 

Подставим числовые значения в формулы (5.2.1) –(5.2.4): 
151,2λ =⋅  = 18 м. 

2450,02cos(4)
1,215

π
ξ =−  = 0,01 м. 

22450,02sin(4)
1,21,215

d
dt
ξππ

=−−  = 0,09 м/с, 
2

2

d
dt

ξ  = 0,027 м/с2. 

Ответ: λ  = 18 м, ξ  = 0,01 м, d
dt
ξ  = 0,09 м/с, 

2

2

d
dt

ξ  = 0,027 м/с2. 

Пример 5.3 
Плоская волна распространяется  вдоль оси х со скоростью υ  = 20 м/с. Ам-

плитуда колебаний частиц среды равна А = 10 см. Две точки, находящиеся  от  
источника колебаний на расстоянии х1 = 12 м и х2 = 15 м, колеблются с разно-
стью фаз πϕ

4
3=∆ . Определить длину волны λ  и  смещение ξ  данных точек в 

момент времени t =1,2 с. 
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Дано: υ =20 м/с, А=10 см=0,1 м, , х1 =12 м, х2 =15 м, πϕ
4
3=∆ , t =1,2 с. 

Найти : λ  –? 1ξ –? 2ξ –? 
Решение 
Точки, находящиеся  друг от друга на расстоянии , равном длине волны λ , 

колеблются с разностью фаз 2ϕπ∆= . А точки, находящиеся друг от друга на 
расстоянии x∆ , колеблются с разностью фаз 

       21
22 ()xxxππ

ϕ
λλ

∆=∆=− .                       (5.3.1) 

Из формулы (5.3.1) получаем выражение для длины волны λ : 

               21()2 xx
λπ

ϕ
−

=
∆

.    (5.3.2) 

Подставим числовые значения: 
(1512)2 3

4
λπ

π

−
= = 8 м. 

Смещение ξ  колеблющейся точки в момент времени t  определим из урав-

нения плоской волны  cos() xAtξω
υ

=− .                                     (5.3.3) 

Циклическую частоту колебаний, входящую в формулу (5.3.1), найдем, 

зная скорость υ  и длину волны λ : 2πυ
ω

λ
= .                            (5.3.4) 

Определим численное значение: 
220 5

8
π

ωπ
⋅

==  с-1. 

Чтобы найти смещение ξ  данных точек, нужно подставить значения x и t в 

уравнение плоской волны cos() xAtξω
υ

=− .                                                               

1
1

12cos()0,1cos5(1,2)
20

xAtξωπ
υ

=−=⋅− =-0,1 м. 

2
2

15cos()0,1cos5(1,2)
20

xAtξωπ
υ

=−=⋅− =0,071 м. 

Ответ: λ =8 м, 1ξ =-0,1 м, 2ξ =0,071 м. 
 

Пример 5.4 
Определить длину электромагнитной  волны λ  в вакууме, на которую на-

строен идеальный колебательный контур, если максимальный заряд на 
обкладках конденсатора равен mq  = 5 мкКл, а максимальное значение силы то-
ка в контуре mI  = 3 мА. Скорость света в вакууме равна υ  = 3⋅108 м/c. 

Дано: mq  = 5 мкКл, mI  = 3 мА, υ  = 3⋅108м/c. 
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Найти : λ  –?  
 
Решение 
Изменение заряда на обкладках конденсатора  в идеальном колебательном  

контуре происходит по закону: 
 ( )()cos mqtqt ωα=+ .                (5.4.1) 

Чтобы найти закон изменения силы тока в цепи контура, нужно взять про-
изводную от выражения  (5.4.1) по времени: 

      ()sin() m
dqItqt
dt

ωωα==−+ ,                  (5.4.2) 

где mI  - амплитуда силы тока 
    mmIq ω= .                                 (5.4.3) 

 Из формулы (5.4.3) следует, что циклическая  частота колебаний равна: 

           m

m

I
q

ω = .     (5.4.4) 

Длина волны равна 2
v
υπυ

λ
ω

== .                                               (5.4.5) 

Подставляя в (5.4.5) выражение для ω  (5.4.4), получим: 

  22 m

m

q
I

πυπυ
λ

ω
== .                     (5.4.6) 

Подставим числовые значения: 
86

3

22310510
310

πυπ
λ

ω

−

−

⋅⋅⋅⋅
==

⋅
=31,4⋅105 м. 

Ответ: λ =31,4⋅105 м. 
 

Пример 5.5 
Колебательный контур состоит из катушки индуктивностью  L=0,5 мГн   и 

плоского конденсатора . Расстояние между пластинами конденсатора d=1,77 см, 
диэлектрическая  проницаемость  вещества, заполнившего пространство  между 
пластинами, ε =5. Площадь каждой пластины S=20 см2. Скорость света в ва-
кууме равна υ =3⋅108 м/c. Определить длину электромагнитной  волны λ  в 
вакууме, на которую настроен колебательный контур. 

Дано: L= 0,5 мГн = 5⋅10-4 Гн,  d = 1,77 см = 1,77⋅10-2 м, 
 S = 20 см2 = 2⋅10-3 м2, ε  = 5, υ  = 3⋅108 м/c. 
Найти : λ  –?  
 
Решение 
Длина волны равна произведению  скорости υ  на период колебаний T: 

  Tλυ= .    (5.5.1) 
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Период электромагнитных колебаний, происходящих в колебательном  
контуре, определяется  формулой  

    2TLC π= ,     (5.5.2) 
где L – индуктивность катушки; С – емкость конденсатора. 

Тогда длина волны определится: 
       2 LCλπυ= .     (5.5.3) 

Емкость плоского конденсатора равна  
0SC

d
εε

= ,     (5.5.4) 

где ε  – диэлектрическая проницаемость  вещества; d – расстояние  между пла-
стинами конденсатора; S – площадь пластин;   ε0 = 8,85·10 -12  Кл/(м2·Н) – 
электрическая постоянная. 

Подставим числовые значения в формулу (5.5.4): 
123

2

58,8510210
1,7710

C
−−

−

⋅⋅⋅⋅
=

⋅
=5·10-12  Ф. 

Подставляя значение емкости конденсатора  в (5.5.3), получим: 
84122310510510λπ −−=⋅⋅⋅⋅⋅ =94,2 м. 

Ответ: λ =94,2 м. 

6. Геометрическая оптика 

В разделе «Геометрическая оптика» представлены задачи по трем основным 
темам:  

1) преломление и отражение света на плоских поверхностях  ( зеркала, 
прозрачные среды с плоскими границами раздела, призмы),  

2) преломление света на сферических поверхностях (зеркала, линзы), 
3) оптические системы – совокупности призм, линз, зеркал, образующих   

оптические приборы: телескопы, фотоаппараты , бинокли, микроскопы, зри-
тельные трубы. 
  После внимательного  прочтения  задачи и краткой записи известных дан-
ных следует сделать чертеж, отображающий  сущность рассматриваемой  
оптической ситуации и геометрические  соотношения между оптическими лу-
чами и оптической поверхностью .  Ход оптических лучей  следует указывать в 
соответствии с законами преломления  и отражения света. Если свет падает из 
оптически менее плотной среды в оптически более плотную среду, то на рисун-
ке угол преломления  следует указывать меньшим, чем угол падения 10 . При 
построении изображений в линзах рекомендуется  использовать лучи, ход кото-
                                         
10 На рисунках ход лучей изображаем слева на право. Если после прохождения оптической 
системы лучи пересекаются, то получают действительное изображение точки или предмета, 
в противном случае – мнимое. 
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рых известен из теории: лучи, проходящие через оптический центр, линзой не 
отклоняются. Лучи, параллельные главной оптической, оси собираются  после 
прохождения линзы через главный фокус; лучи, параллельные  побочной опти-
ческой оси, пересекаются  в побочном фокусе. При построении хода 
произвольного луча следует использовать побочную оптическую ось, парал-
лельную данному лучу, поскольку после прохождения линзы они соберутся в 
одной и той же точке – побочном фокусе. 

 Для удобства решения задач приводим основные законы геометрической  
оптики и математические  соотношения, определяющие ход лучей в оптических  
системах. 

• Закон прямолинейного распространения  световых лучей ( важен при 
выполнении чертежей, поясняющих ход оптических лучей): в однородной изо-
тропной среде световой луч распространяется  прямолинейно. 

• Принцип обратимости световых лучей: луч, испущенный в обратном  
направлении , проходит те же точки пространства , что и луч, прошедший в пря-
мом направлении.  

• Закон отражения: угол падения луча α равен углу отражения луча β:  
αβ= , где α – угол падения,  β – угол отражения.  

• Закон преломления : 

2
1,2

1

sin
sin

n n
n

α
γ

== , 

где  γ – угол преломления; n1 и n2 –соответственно  абсолютные показатели пре-
ломления первой и второй среды, при этом первая среда – это среда, из которой 
световой луч начинает идти; n1,2 – относительный  показатель преломления  
второй среды относительно первой. n1= v1/c, n2 = v2/c.  

• Наименьший угол отклонения светового луча δ, падающего на боковую 
грань призмы, имеющей преломляющий  угол α ( угол при вершине призмы), 
определяется выражением: sin(2)sin(2)n αδα⋅=+ , n – относительный показа-
тель преломления  материала призмы. 

• Формула тонкой линзы:  

1

21212

1111 (1)n
aanRR


−=−− 


, 

где n1 и  n2 – соответственно  абсолютные показатели преломления  линзы и   
среды, в которой располагается линза; a1  и a2 – соответственно  расстояния от 
предмета до линзы и линзы до изображения; R1 и R2 – радиусы кривизны пе-
редней и задней поверхностей линзы. В данной формуле предполагается , что 
справа и слева от линзы имеется одна и та же оптическая среда. Данная форму-
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ла записана с учетом следующего правила знаков: величины, отсчитываемые  
от оптического центра линзы влево в формулу подставляют со знаком «-», 
вправо – со знаком «+».  Она справедлива для линз выпуклых, вогнутых, а так-
же плосковыпуклых  и плосковогнутых. 

• Формула сферического зеркала: 
12

112
aaR

+= ,  где также учтено правило 

знаков, изложенное выше. 

• Оптическая  сила системы тонких линз определяется формулой 
1

k

i
i

DD
=

= ∑ , 

где Di – оптическая сила i-й линзы.  При этом  оптическая сила выпуклой линзы 
берется со знаком «+», вогнутой – со знаком «–».  

• Линейным поперечным увеличением оптической системы γ  называют 
величину, определяемую соотношением :   H

h
γ = , где h и H – соответственно  

высота предмета и его изображения. 
• Угловое увеличение оптической системы Г  по определению равно: 

11

22

,tgaГ
tga

α
α

==  

 где α1 и α2 – соответственно  углы, составляемые  сопряженными лучами с оп-
тической осью, а1 и а2 – соответственно  расстояния от предмета до оптической 
системы и от оптической системы  до изображения. 

Примечание: если предмет и изображение расположены в одной и той же 
среде (n1 = n2), то  γ·Г = 1. 
 

Преломление и отражение света на плоских поверхностях 
Пример 6.1  
Человек смотрится в зеркало, подвешенное вертикально. Будет ли изме-

няться величина  видимой в зеркале части тела человека  по мере удаления  его 
от зеркала? Ответ пояснить  построением.   

Решение 
Для решения задачи воспользуемся принципом обратимости световых лу-

чей и определим те точки тела человека, которые он сможет видеть в 
вертикально стоящем зеркале. Пусть высота зеркала CD меньше высоты челове-
ка A1B1, см. рис. 6.1.1( если зеркало имеет такую же или большую высоту, то 
ответ очевиден). Человек находится в двух позициях А1В1 и А2В2.  Точки А1 и А2 
определяют положение глаз человека. Высота человека (до глаз) равна А1В1. От-
резки CF1 и DM1 перпендикулярны зеркалу CD. Луч Е1С определяет наименьший 
угол падения лучей, идущих от человека, при котором отраженный от зеркала 
свет сможет попасть в его глаза, луч А1D – наибольший.  
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Из рисунка видно, что наивысшая точка тела человека, от которой свет по-
падает в глаз, есть Е1, т.е. она отстоит от глаз на расстоянии 2А1F1, где F1 есть 
точка, лежащая на нормали, проведенной к верхнему краю зеркала. При удале-
нии человека в позицию А2В2 наивысшая видимая точка тела человека отстоит на 
расстоянии 2А2F2 от глаз,  но А1F1 =  А2F2 , 
следовательно, при удалении человека от 
зеркала, положение наивысшей видимой 
его части остается неизменным.  

Аналогично показывается, что поло-
жение наинизшей видимой точки тела, 
определяемое расстоянием 2А1М1, также не 
меняется. Следовательно, при удалении 
или приближении человека от зеркала, не-
зависимо от его размера, величина видимой 
части тела не будет изменяться.   

Пример 6.2 
На плоскопараллельную  стеклянную  пластинку  толщиной  1 см (рис. 

6.2.1) падает  луч света под углом 60 о.  Показатель  преломления  стекла  1,73. 
Часть света  отражается , а часть, преломляясь , проходит  в стекло, отражается  
от нижней  поверхности  пластинки , 
преломляется  вторично , выходит  обратно  в 
воздух параллельно  первому  отраженному  
лучу. Определить   расстояние  L между лучами.  

Дано: 
α = 60о; n =1,73; d = 1 см. 
Найти: L = EF = ? 
Решение  
Расстояние между лучами AF и EG (рис.  

6.2.1) определяется вдоль перпендикуляра  EF, длину которого и следует 
определить. Из закона отражения следует, что 30oFAC∠= , катет ЕF, лежащий 
против  этого угла равен половине гипотенузы АЕ:   

EF = 1/2·AE.                                                (6.2.1) 

Гипотенузу АЕ можно определить из прямоугольного  треугольника  ACD, 
если учесть, что АС = СЕ (треугольники ACD и DCE равны), тогда FE = AC = 
BD. Катет BD  определим из прямоугольного  треугольника  ABD, в котором 
угол β определяется  из закона преломления: 

sin ,sinsin.
sin

nnα
βα

β
==
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Отсюда имеем:  sinβ = sin60 o/1,73 ≈ 0,50,  β = arcsin(0,50) ≈ 30o. Из прямо-
угольного треугольника  ABD имеем tgβ = BD/AB,   отсюда: 

BD = AB·tgβ.                                                 (6.2.2)  

Учитывая (6.2.1) и (6.2.2), получаем: 

EF = L = AB·tgβ = d·tgβ.                                          (6.2.3) 

Подставляя в (6.2.3) числовые данные, получим: 
L = 1 см·tg30o ≈ 0,58 см.  Ответ: L ≈ 0,58 см. 

Пример 6.3  
Монохроматический  луч входит через грань  

прямоугольной  равнобедренной  призмы  (рис.6.3.1). 
Войдя в призму , луч претерпевает  полное  внутрен -
нее  отражение  от грани, соответствующей  
гипотенузе, и выходит через грань, соответствую -
щую другому катету. Каким должен быть  
наименьший  угол падения  луча на призму , чтобы  
еще  происходило   полное   внутреннее  отражение , 
если показатель  преломления  материала   призмы  для  этого  луча  1,5? 

Дано: αo = 90о; AB = AC;  n = 1,5. 
Найти: αmin = ?  
Решение 
Полное внутренне отражение на границе ВС наблюдается  при выполне-

нии условия:  

.sinsin901 o
пред nγ = .                                        (6.3.1) 

Отсюда можно определить предельный  угол полного внутреннего отра-
жения,  γпред. = arcsin(1/n) = arcsin(1/1,5) ≈ 41,8o

.. На рис. 6.3.1 показан ход лучей 
для случая, когда γ ≥ γпред. Из треугольника DBE имеем следующую связь между 
его углами: [45o +(90o –β) + (90 o –γпред.)] = 180 o. Отсюда  минимальное значение 
угла β равно:  βмин. = 45 о – γпред. Из закона преломления, записанного для грани-
цы раздела АВ, получим: ..sinsin,минмин nαβ =  отсюда: 

αмин. = arcsin[n·sin(45о –γпред.)].                                    (6.3.2) 

Подставляя данные задачи и величину предельного угла, рассчитанного  
по формуле (6.3.1) в формулу (6.3.2), получаем: αмин. = arcsin[1,5·sin(45о – 41,8о.)] 
= 4,8о. 

Ответ: αмин. = 4,8о     
 
Преломление и отражение света на сферических  поверхностях.  

Рис. 6.3.1.
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Рис. 6.5.1. 

Зеркала и линзы 
Пример  6.4  
Изображение   предмета  в вогнутом  зеркале  увеличено  в 3 раза . После  

того  как предмет  отодвинули  от зеркала  на 80 см, его изображение  стало  в 2 
раза  меньше  предмета . Найдите фокусное  расстояние  зеркала .  

Дано:  γ1 = 3;  Δа = 80 см; γ2 = 0,5     
Найти:  F = ? 
Решение  
Для расчета фокусного расстояния целесообразно  воспользоваться  фор-

мулой сферической поверхности, записанной с учетом правила знаков, в виде: 

1212 (),nanbnnR−+=−                                (6.4.1) 

где n1 и n2 – соответственно абсолютные показатели преломления  сред, в кото-
рой находится  предмет и его изображение ; a и b – расстояния от предмета до 
сферической поверхности и от сферической поверхности до изображения. По-
скольку свет отражается от сферической поверхности, то можно положить 
формально, что n2 = -n1. Тогда с учетом правила знаков для расстояний форму-
ла (6.4.1) примет вид: 

1121,abRF+==                                         (6.4.2) 
где F – фокусное расстояние сферического зеркала.  

Из определения поперечного увеличения имеем:  b1=γ1a1, b2 = γ2a2, кроме 
того, из условия задачи следует, что a2 = a 1 +Δa. С учетом этих соотношений  
можно записать формулу (6.4.2) для двух положений предмета:  

111

121

111,
1()1()1.

aaF
aaaaF

γ
γ

+=
+∆++∆=  

После упрощения эта система примет вид: 

1143 и 3FaFaa==+∆ .                                      (6.4.3) 

Решая последнюю систему с учетом условия задачи, получаем: a1 = 0,64 м 
и F = 0,48 м. Ответ: F = 0,48 м. 

Пример  6.5   
Плоско -выпуклая   линза   с  радиусом   кривизны  30 см  и показателем  

преломления  1,5 дает  изображение  предмета  с увеличением , равным  2. 
Найти  расстояния  предмета  и 
изображения  от  линзы .  Постро -
ить  чертеж. 

Дано: R1 = 30 c м = 30·10 -2 м;    
R2 = ∞; n = 1,5; γ = 2. 

Примечание [c1]:  Синим 
цветом отмечаю задачи, ото-
бранные  для примеров решения. 
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Найти: a1 = ?, a2 = ?  

 Решение 
Для решения  задачи воспользуемся  формулой тонкой линзы, записанной  

с учетом правила  знаков:   

( )12
1212

1111 1n
aaRR


−+=−− 


. 

Для плосковыпуклой  линзы она примет вид:  

( )12
122

111 1nD
aaR

+=−⋅=                                         (6.5.1) 

где а1 и а2 – соответственно  расстояния от предмета до линзы и от линзы до 
изображения;  n12 – относительный показатель  преломления  материала линзы; 
D – оптическая сила линзы. При записи формулы (6.5.1) мы учли, что плоская 
поверхность имеет радиус кривизны R1 = ∞. Согласно определению линейного 
увеличения имеем:  γ = а2/а1,   Отсюда: 

  а2 = γ·а1.                                                 (6.5.2)  
Решая совместно систему уравнений (6.5.1–6.5.2), получим: 

2
1

(1)
(1)

Ra
n
γ

γ
+

=
−                                                (6.5.3) 

В формуле (6.5.3) мы учли, что n12 = n , т.к. линза находится в воздухе, а 
его абсолютный показатель преломления  равен 1. 

Для построения изображения , даваемого линзой, необходимо знать фо-
кусное расстояние линзы F, оно определяется ее оптической силой D – правая 
часть уравнения (6.5.1).  Так как 1,DF=  отсюда получаем: 

( )2 1FRn=− .                                             (6.5.4) 

Подставляя числовые данные задачи в формулы (6.5.2– 6.5.4), получим:  
a1 = 0,90 м, а2 = 1,80 м, F = 0,6 м. 

На основе этих данных построено изображение предмета (рис.6.5.1). При 
построении изображения точки B предмета  мы воспользовались понятием по-
бочной оптической оси. 

Ответ: a1 = 0,90 см; а2 = 1,80 м. 

Оптические системы 
Пример 6.6  
Зрительная   труба с фокусным  расстоянием  объектива  50 см  установле-

на  на   бесконечность .  После того как окуляр трубы передвинули на некоторое 
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расстояние, стали  ясно  видны  предметы , удаленные  от объектива  на 50 м. На 
какое  расстояние  передвинули  окуляр  при наводке? 

Дано: F1 = 50 см = 50·10 -2 м;  а = 
50 м. 

Найти: Δb =? 
 Решение 
Зрительная труба представляет 

собой совокупность двух собирающих 
линз, длиннофокусной, играющей роль 
объектива ( Об), и короткофокусной – 
окуляра (Ок). Если предмет находится 
на бесконечности от объектива, то объ-
ектив дает действительное изображение предмета в задней фокальной плоскости 
или несколько дальше от нее, если предмет находится на конечном от объектива 
расстоянии. Это изображение рассматривается  окуляром как лупой. На рисунке 
6.6.2 представлен ход лучей в зрительной трубе установленной на бесконечность. 

 При  наблюдении объекта на конечном расстоянии от зрительной трубы 
его изображение будет находиться в позиции, отмеченной на рис. 6.6.2 пункти-
ром, при этом расстояние от объектива до изображения, даваемого объективом, 
будет равно (F1 + Δb). Настолько же потребуется сместить вправо окуляр, чтобы 
увидеть это изображение с помощью окуляра. 

Учитывая вышесказанное, запишем уравнение, определяющее ход лучей в 
объективе для конечного положения предмета в виде: 

11111()1aFbF++∆= . 

Подставляя данные условия задачи, получим уравнение:  

1501(0,50)10,50 b++∆= . 

Решая его относительно неизвестной величины Δb, получаем Δb = 0,0050 м 
= 5,0 мм. Ответ: Δb = 5,0 мм. 

Пример 6.7  
Фокусные расстояния двух тонких собирающих линз равны  F1  и F2. Че-

му равно  фокусное  расстояние  системы  из этих двух  линз , собранных  
вместе ? Чему равна  оптическая  сила  этой  системы ? Чему будет  равно  фо-
кусное  расстояние  системы  в  случае,  если  вторая линза будет рассеиваю-
щей? 

Дано: F1  и F2 – оптические силы линз. 
Найти: D =?  F =? 
Решение 

F1 F2 

F1 

Об 

Ок 

Δb 

Рис. 6.6.1 

Δb 
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Оптическая сила системы тонких линз, сложенных вместе, определяется  
выражением: 12121211()()DFFFFFF=+=+⋅ . Так как  оптическая сила есть ве-
личина, обратная фокусному расстоянию, отсюда для фокусного расстояния 
системы двух тонких положительных  линз получаем:  

1212()()FFFFF=⋅+ . 

 Если  вторая линза будет рассеивающей ( отрицательной), то оптическая 
сила системы двух линз определяется  уравнением: 

12121211()()DFFFFFF=−=−⋅ , 

 а фокусное расстояние  этой системы будет равно 

1212()()FFFFF=⋅− . 

Сравнивая фокусные расстояния системы линз  для обоих случаев, ви-
дим, что при сложении двух положительных  линз фокусное расстояние  
системы уменьшается (оптическая сила увеличивается); при сложении положи-
тельной и отрицательной  линз фокусное расстояние системы увеличивается 
(оптическая сила уменьшается).  

7. Интерференция световых волн 

Решение  задач  данного  раздела  следует  начинать  с анализа  метода  по-
лучения  когерентных  волн : метод  деления  волн  по амплитуде  или по 
фронту  волны . Затем  следует  определить  геометрическую  разность  хода . 
Геометрическая  разность  хода может  быть найдена  из рассмотрения  хода  
лучей  в конкретной  схеме . При  этом  следует  учесть , что для  обычных  ис-
точников  света   когерентность  волн  сохраняется  при малой  разности  хода  
лучей . Если  интерферирующие  лучи  проходят  в разных  средах , то необхо -
димо  определить  оптическую  разность  хода  δ путем  умножения  
геометрического  пути  Δr на абсолютный  показатель  преломления  n. Если  
один  из  лучей  отражается  от оптически  более  плотной  среды , то он испы-
тывает  скачок  фазы  на π, что соответствует  увеличению  оптической  
разности  хода  на λ/2, оптическая  разность  хода  будет  равна : 

2.rnδλ=∆⋅+  

Форма  интерференционных  полос  определяется  геометрическим  ме-
стом  точек , соответствующих  одинаковой  разности  хода  интерферирующих  
лучей .  

После  определения  оптической  разности  хода  δ записывают  условия  
усиления  или ослабления  волн  при интерференции : 

Примечание [Н. П.2]: Здесь 
следует сделать ссылку на тео-
ретический материал с рис. 4 
схем. Рисунок сделал под таким 
названием: 4 схемы интерфе-
ренции 
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Рис. 7.1.1. 

• усиление  волн : 22kδλ=⋅ , ,  где  k = 1,2,3, … ,  
• ослабление  волн : ( )212kδλ=−⋅ ,    где k  = 1,2,3, … . 
•  Разность  хода  лучей  при интерференции  в тонких  пленках  и пла-

стинках  определяется  выражением : 
222sin2,dnδαλ=−+  

где d – толщина  пленки  (пластинки ); α – угол падения  лучей  на пленку ; n –  
абсолютный  показатель  преломления  пленки . Данная  формула  может  быть  
использована  для определения  оптической  разности  хода  и для клиновид -
ной пленки  или пластинки  ввиду  малой  величины  угла между  
поверхностями  пленки  (пластики ).  

•  Радиусы  светлых  и темных  колец  Ньютона  в отраженном  свете  опре -
деляются  соответственно  выражениями :  

22 ,(21)2,kkrkRrkR λλ==−⋅  

где k – номер  интерференционного  кольца , k = 1, 2, 3 …; R – радиус  кривиз -
ны линзы . Оптическая  разность  хода  лучей  в опытах  с кольцами  Ньютона  
определяется  такой  же формулой , как  и для плоскопараллельной  пленки .  

Пример  7.1   
Два когерентных  источника  света  ( λ = 0,5 мкм) дают  интерференцион -

ную картину  на плоскости , удаленной  от  них  на расстоянии  2 м. Определить  
расстояние  между источниками  света , если   расстояние  Δх между соседними  
интерференционными  полосами  на экране  в средней  части  интерференцион -
ной картины  равно 1 см.  

Дано : λ = 0,5 мкм  = 0,5·10 -6 м; L = 2 м; Δх = 1 см = 1·10 -2 м. 
Найти : d = ? 
Решение 
Положение интерференционных  максимумов  определяется условием:  

Δr = kλ,                                                     (7.1.1) 
где k – целое число, включая 0 (k  = 
0, 1, 2, 3…).  

Для определения оптической  
разности хода Δr, обратимся к оп-
тической схеме опыта,  
представленной  на рис. 7.1.1, где 
через x обозначено расстояние от 
центра  интерференционной  карти-
ны до k-го интерференционного  
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максимума, находящегося  вблизи центра интерференционной  картины ( точка 
0). Из прямоугольных треугольников АS1Xk и S2AXk  по теореме Пифагора име-
ем:  

222222
12 (2);(2) kkrdxLrdxL=−+=++ .                   (7.1.2) 

Вычитая почленно  эти уравнения, получим:  
22

21 2. krrdx−=                                                 (7.1.3) 

Из (7.1.3) имеем: 

2121()()2; krrrrdx−+=   или   22. krLdx∆⋅=                      (7.1.4) 

В последнем уравнении мы учли, что  121 ,()2,...rrrrL тк dL=∆+≈ . 
Из формулы (7.1.1) и (7.1.4) получаем: ().kxkLd λ=  Тогда расстояние между 
соседними  интерференционными  полосами  будет равно 

1 ().kkxxxLd λ+∆=−=                                        (7.1.5) 

Из формулы (7.1.5) окончательно получаем: 

.dLxλ=∆                                                     (7.1.6) 

Подставляя данные условия в формулу (6), получим: 
624(0,5102)1010()0,1.d ммм−−−=⋅⋅==  

Ответ: d = 0,1 мм. 
 

Пример 7.2 
Между краями двух хорошо отшлифованных  плоских пластинок поме-

щена  тонкая  проволочка  диаметром  0,05  мм; противоположные    концы    
пластинок    плотно   прижаты   друг к другу, рис. (7.2.1). Пластинки освещают-
ся нормально к поверхности. На  пластинке длиной 10 см наблюдатель видит 
интерференционные  полосы, расстояние  между которыми равно 0,6 мм. Опре-
делить длину волны.  

Дано: d = 0,05  мм = 5·10-5 м; L = 10 см = 10·10-2 м; Δl = 0,6 мм = 6·10-4 м. 
Найти: λ = ? 

Рис . 7.2.2
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Решение  
Две пластинки образуют воздушный клин. При падении света на данную 

систему происходит отражение света от верхних и нижних поверхностей  обеих 
пластинок. При этом ввиду значительной  толщины пластинок  когерентными 
будут только лучи, отраженные от нижней поверхности верхней пластинки и от 
верхней поверхности нижней пластинки. Поэтому для дальнейшего решения 
можно ограничиться рассмотрением  воздушного клина, ограниченного  указан-
ными поверхностями  (рис. 7.2.2) Точки А и В определяют положения соседних 
интерференционных  максимумов . Этому расстоянию соответствует прирост 
разности хода, равный длине волны света  λ. Как видно из рис. 7.2.2 (ΔАВС), 
прирост разности хода 

Δr = 2ВС ≈ 2·АВ·α ≈2· АВ·(d/L) = 2·Δl·(d/L).                    (7.2.1)  

В формуле (7.2.1) мы учли, что угол α между пластинками равен  углу ВАС. 
Тогда из формулы (7.2.1) и условия, что максимумы А и В являются со-

седними, получаем:   

 λ = 2·Δl·(d/L).                                              (7.2.2) 

Подставляя данные условия задачи, находим длину волны  λ: 

Ответ: λ = 0,6·10-6 м. 

Пример 7.3  
Тонкая пленка с показателем  преломления  n = 1,5 освещается  рассеянным 

светом с длиной волны λ = 600 нм. При какой минимальной  толщине пленки 
исчезнут интерференционные  полосы?  

Дано: n = 1,5; λ = 600 нм = 600·10-9 м; свет рассеянный. 

35
6

2

20,610510 0,610.
1010

мλ
−−

−
−

⋅⋅⋅⋅
==⋅

⋅

Рис .7.2.1
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Найти: dмин. = ? 

Решение  
Так как на пластинку падает расходящийся пучок света, то это означает, 

что углы падения изменяются в пределах от 0 до 90о. На рисунке 7.3.1 для при-
мера показаны  три луча. Оптическая разность хода интерферирующих  лучей 1 
и 2 составляет величину:  

222sin2dnδαλ=⋅−+ ,                                             (7.3.1)  

где величина λ/2 определяет  потерю полуволны  луча 2 при отражении  его от 
оптически более плотной среды, α – угол падения  луча.  

Как видно из рис. 7.3.1 и формулы (7.3.1), наименьшая оптическая раз-
ность хода лучей соответствует углу падения α = 90 о. Тогда условие 
интерференционного  усиления лучей будет иметь вид:  

222sin2dnk αλλ⋅−+= .                                (7.3.2) 

Наименьшая толщина пленки,  при которой еще будет иметь место ин-
терференционное  усиление, соответствует первому порядку.  Тогда из 
уравнения (7.3.2) получим:  

2212dn λ⋅−= .                                          (7.3.3)  

И наименьшая толщина пленки, при которой исчезнут все  интерференци-
онные максимумы, определится условием:  

2
.212минdn λ⋅−< .                                         (7.3.4)  

Из формулы  (7.3.4) имеем: 

( )2
. 41минdn λ≤− . 

Подставив в последнюю формулу числовые значения, получим:  

α 

d 

1 
2 s 

Рис. 7.3.1. 
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2
мин.d600/41,51134 нм.=−=  

Ответ: dмин. = 134 нм. 

Пример 7.4  
Установка  для получения  колец Ньютона освещается  монохроматиче-

ским светом, падающим по нормали к поверхности пластинки. После того как 
пространство между линзой и стеклянной пластинкой заполнили жидкостью, 
радиусы темных колец в отраженном свете уменьшились  в 1,25 раза. Найти 
показатель преломления   п жидкости.  

Дано :  rko / r k =  1,25; rko – первона -
чальный  радиус  к-го кольца , rk – радиус  
этого  же кольца  с жидкостью . 

Найти  n = ? 

Решение  
Геометрическая  разность  хода  коге-

рентных  лучей  1, 2 определяется  двойной  
толщиной  воздушного  зазора  между  лин-
зой и пластинкой  dk, ( рис. 7.4.1), и 
связана  с радиусом  кривизны  линзы  R и 
радиусом  интерференционного  кольца  rko выражением :  

2 (2)kkodrR≈ ,                                       (7.4.1)  
которое  получается  из прямоугольного  треугольника  ОВС, если  пренебречь  
слагаемым  dk

2, как величиной  второго  порядка  малости . Радиусы  интерфе -
ренционных  колец  определяются  оптической  разностью  хода  лучей  δ = 2d kn 
+ λ/2.  Тогда  для темных  колец  получаем  условие :  

2dkn + λ/2 = (2k+1)· λ/2.  

После  небольшого  преобразования  и с учетом  уравнения  (7.4.1) будем  
иметь  для первоначальных  размеров  колец  соотношение : 

2 .korknR λ=                                            (7.4.2) 

 Для колец , наблюдаемых  в воздухе  n = 1  и 
2
krkR λ=  (7.4.3). Разделив  по-

членно  уравнения  (7.4.1) и (7.4.2) получим : 22
kokrrn = . Подставим  данные  

условия  задачи , получим : n = 1,25 2 = 1,56. 
Ответ : n = 1,56. 

R

rko

dk

O

B C

1 2

Рис . 7.4.1
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8. Дифракция световых волн 

В заданиях представлены  задачи на применение метода зон Френеля и 
прохождение света через дифракционную решетку. В задачах первого типа 
строят зоны Френеля для плоской или сферической волны ( в зависимости от 
условия задачи) и рассчитывают  число зон Френеля, видимых из точки наблю-
дения. Если число зон Френеля четное, то в этой точке будет наблюдаться 
минимум освещенности , при нечетном числе – максимум, т.к. соседние зоны 
Френеля имеют разность хода λ/2 и, следовательно, действуют в противофазе  и 
гасят друг друга.  

Второй тип задач представлен  дифракцией  Фраунгофера на одномерной 
и трехмерной (кристалл) дифракционной  решетке и заключается в нахождении 
характеристик дифракционного  спектра и дифракционной  решетки: ширины 
спектра, линейной и угловой дисперсии, направлении дифракционных макси-
мумов, разрешающей силы на основе  уравнений, определяющих  
дифракционные явления на щели и решетке.  

• Направления дифракционных  минимумов на щели:  
sinbk ϕλ=±  , 

где  b ширина щели, k =1, 2, 3, … –порядок дифракционного  минимума. 
• Направления дифракционных  максимумов  на щели: 

sin(21)2bk ϕλ=±+ . 
• Уравнение Вульфа–Брэгга:  

2sindk ϑλ=± , 

где d – расстояние между атомными плоскостями  кристалла; ϑ  – угол дифрак-
ции, под которым наблюдается дифракционный максимум от данной системы 
атомных плоскостей. 

• Разрешающая сила R любого спектрального аппарата, в том числе ди-
фракционной решетки: 

где N – общее число щелей решетки; δλ  – минимальная разность двух спек-
тральных линий, при которой эти линии воспринимаются  раздельно в 
соответствии критерием Рэлея (две линии воспринимаются  раздельно, если се-
редина максимума одной линии приходится  на край максимума соседней 
линии). 

• Линейная дисперсия .линD : 

. ,лин
lD δ

δλ
=  

,RkN λ
δλ

==

Примечание [Н. П.3]: Мо-
жет эти формулы убрать, т.к. на 
щели задач нет. 
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где lδ  – линейное расстояние  на экране или фотопластинке  между спектраль-
ными линиями, отличающимися  по длине волны на малую величину δλ . 

• Угловая дисперсия решетки : 

где  δϕ  –угловое расстояние  между линиями, отличающимися  по длине волны 
на δλ . 

• Угловая и линейная дисперсия дифракционной  решетки связаны соот-
ношением:   

.лин
lDFD δ

δλ
==⋅ , 

где  F – фокусное расстояние  линзы,  собирающей  дифрагирующие  лучи на эк-
ране, расположенном в ее фокальной плоскости. 

Пример  8.1   
Экран  находится  на расстоянии  L = 40 м от точечного  монохроматиче -

ского источника  света (λ = 5 10 -4 мм). На расстоянии  а = 20 м от источника  
света помещен  экран с ирисовой диафрагмой . При   каком  радиусе  отверстия  
диафрагмы  центр  дифракционного  изображения  отверстия  будет :  а) наи -
более  темным ; б) наиболее  светлым? 

Дано: L = 40 м;  a = 20 м;  λ 
= 5·10-4 мм = 5·10-7 м. 

Найти: а) rт = ?  б) rс = ? 
Решение 
Для ответа на вопрос зада-

чи необходимо определить число 
зон Френеля, открываемых диа-
фрагмой. При четном числе зон 
центр дифракционного изобра-
жения будет темным, наиболее темным при k = 2, наиболее светлым – при не-
четном числе зон Френеля равным 3. Для определения диаметра отверстия 
следует найти радиус произвольной зоны Френеля. Радиус k-ой зоны Френеля 
определим из рис. 8.1.1. Так как источник света точечный, то фронт волны есть 
сфера радиуса R = O 1C. Расстояние «источник – фронт волны» есть а, расстоя-
ние «фронт волны – точка наблюдения» обозначено через b.  По условию задачи 
(a + b) = L. 

Из  ΔO1CD   и  ΔDCO2 выразим rk
2 и приравняем, получим:  

22222 ();(2).kkraahrbk λ=−−=+  

,
cos
kD

d
δϕ
δλϕ

==
⋅

OO1 а b
O2

h

C

D

b+kl /2

Рис. 8.1.1

rk
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Приравнивая правые части этих уравнений, определим h, затем подставим 
h в первое из этих уравнений и, пренебрегая величинами второго порядка мало-
сти (содержащими λ2), получим выражение для радиуса k-ой зоны Френеля: 

() .k
kabkaLar
abL

λλ −
==

+
 

Приравнивая радиус отверстия радиусу k – ой зоны Френеля для каждого 
случая и подставляя данные задачи, получим: 

7
3220(4020)510а)110,

40тr м
−

−⋅⋅−⋅⋅
==⋅  

7
3320(4020)510б)1,2210.

40cr м
−

−⋅⋅−⋅⋅
==⋅  

Ответ: rm =     1·10-3 м; rc = 1,22·10-3 м. 

Пример  8.2 
Какое  наименьшее  число  штрихов  должна  содержать  решётка, чтобы  в 

спектре  первого  порядка  можно  было разделить  две жёлтые  линии  натрия  с 
длинами  волн  589 нм и 589,6 нм? Какова  длина  такой  решётки, если  посто -
янная  решётки  10 мкм? 

Дано : k = 1; λ1 = 589 нм = 589·10 -9 м; λ2 = 589,6 нм = 589,6·10 -9 м;         
d = 10 мкм  = 10·10 -6 м.  

Найти : L = ? Nмин . = ? 
Решение    
Разрешающая  сила  дифракционной  решетки  R определяется  уравне -

нием   

,RkN λ
δλ

==                                       (8.2.1) 

где k – порядок   дифракции ;  δλ  – минимальная  разность двух спектральных   
линий, при которой эти линии воспринимаются  раздельно.  Из формулы (8.2.1) 
получим:  

min .N
k

λ
δλ

=
⋅

                                           (8.2.2) 

Длина  решетки  определится  выражением : 
  L = N min.·d.                                          (8.2.3) 
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Подставляя  числовые  данные  задачи   в уравнения  (8.2.2) и (8.2.3), по-
лучим : 

63
мин.

589 982;98210109,8210.
1(589,6589)

NL м−−===⋅⋅=⋅
⋅−

 

Ответ : Nмин . = 982 штриха ; L = 9,82·10 -3 м = 9,82 мм. 

Пример  8.3  
Каков  период   d решётки , если  при нормальном  падении  на неё лучей  

с длиной  волны  λ = 750 нм на экране , отстоящем  от  решётки на расстоянии  
1 м, максимумы  первого  порядка  отстоят  друг от друга на х = 30,3 см? Каково  
число штрихов  на 1 см решётки? Какое  количество  максимумов  даёт эта ди-
фракционная  решётка? Каков максимальный  угол φмах. отклонения лучей, 
соответствующих последнему дифракционному максимуму?  

Дано: λ = 750 нм = 750·10-9 м;   L = 1 м;   k = 1;   
Δx = 30,3 см  = 30,3·10—2 м;        l = 1 см = 1·10-2 м; 
Найти: d  =?  N  =?  kмах. = ? αмах.. =? 
Решение 
Максимумы первого порядка располагаются симметрично центральному мак-

симуму ( рис. 8.3.1). Тогда положение первого максимума относительно 

центрального максимума равно половине расстояния между первыми максимума-
ми. Из рисунка видно, что угол дифракции, соответствующий данному максимуму, 
определяется соотношением:  

0,5;(0,5)8,61 otg ОВАОх LarctgxLαα==∆=∆=  

Период решетки найдем из уравнения, определяющего положения главных 
дифракционных максимумов для дифракционной решетки:  

sin,sin.dkdkαλλα=±=                                       (8.3.1) 

Δх 
α 

О λ 
А 

В 

Рис. 8.3.1 
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Зная период решетки, можно определить число штрихов на длине l:  
N = l/d                                                        (8.3.2) 

Порядок дифракции определяется из уравнения (8.3.1):  
0

.sin,sin90. махkdkd αλλ==                              (8.3.3) 

Подставляя числовые значения в уравнения (8.3.1 –8.3.3) получим: 
41(5,0110)2000.oN смсм −=⋅≈   69

max. 5,01101(75010)6,76.k −−=⋅⋅⋅==  
Для kmax. мы взяли число 6, т.к. порядок дифракции по определению есть це-

лое число. Тогда максимальный угол дифракции определим из уравнения (8.3.1): 
max.max.arcsin(/).kdαλ =⋅  Подставляя в последнее уравнение числовые данные, 

получим: 96
max. arcsin(675010/5,0110)63,9 oα −−=⋅⋅⋅= . Число штрихов на 1 см 

длины решетки  No  равно:  41(5,0110)2000.oN смсм −=⋅≈  

Ответ: d = 5,01·10-6 м; No = 2000; kmax.. = 6; φmax. = 63,9o. 

Пример 8.4 
Какое фокусное расстояние  F должна иметь линза, проектирующая  на эк-

ран спектр, полученный при помощи дифракционной решетки,  чтобы 
расстояние между двумя линиями калия λ1 = 404,4 нм и λ2 = 404,7 нм в спектре 
первого порядка было равным 0,1 мм? Постоянная  решетки d = 2 мкм. 

Дано: λ1 =404,4 нм = 404,4·10 -9 м;  λ2 =404,7 нм = 404,7·10-9 м; 
 lδ  =0,1 мм = 1·10-4 м; d = 2 мкм = 2·10-6 м; k = 1. 
Найти: F = ? 
Решение 
Линейная и угловая дисперсии дифракционной решетки связаны соотно-

шением: 

.линDFD=⋅ .                                                (8.4.1) 

В свою очередь линейная  и угловая дисперсии соответственно  опреде-
ляются выражениями:  

. ,линDl δδλ=                                                 (8.4.2) 

(cos)Dkdδϕδλϕ==⋅ ,                                      (8.4.3) 

где lδ  – линейное расстояние между спектральными  линиями, отличающимися  
по длине волны  на δλ ; k – порядок дифракции; φ  – угол, под которым наблю-
дается максимум, соответствующий  спектральной линии с длиной волны λ. 
Этот угол определяется  формулой 

sindk ϕλ⋅=± .                                                    (8.4.4) 

Из формул (8.4.1–8.4.3) получим:  
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21

coscos .
()

ldldF
kk

δϕδϕ
δλλλ

⋅⋅⋅⋅
==

⋅⋅−
                                           (5) 

Подставляя данные задачи в формулу (8.4.4), определим сначала угол ди-
фракции, а затем из формулы (8.4.5) получим значение искомой величины: 

96

44

9

arcsin()arcsin(404,410210)11,67;
110210cos(11,67) 0,653.

1(404,7404,4)10

o

o

d

F м

ϕλ −−

−−

−

==⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅
==

⋅−⋅
 

Ответ: F = 0,65 м. 

9. Поляризация световых волн 
В данном разделе представлены  задачи на применение закона Брюстера, 

двойного лучепреломления , закона Малюса, вращение плоскости поляризации  
оптически активными средами.  

Для понимания сущности процессов поляризации  и явления вращения 
плоскости поляризации следует учесть, что естественный свет можно предста-
вить как суперпозицию  двух плоскополяризованных  волн, плоскости 
поляризации которых, взаимно перпендикулярны , а интенсивности  равны.  

• Закон Брюстера: 1,2 ,Бtgin =  
где iБ – угол падения света из первой среды во вторую, при котором отражен-
ный от первой среды свет оказывается полностью плоскополяризованным ; n1,2 
относительный показатель преломления второй среды относительно первой. 

• Закон Малюса: 2cosoII α= , где α – угол между плоскостями  поляри-
зации поляризатора и анализатора;  oI  – интенсивность света, прошедшего 
через анализатор, .12o естII =⋅ , .естI  – интенсивность естественного  света, па-
дающего на анализатор.  

• Вращение плоскости поляризации оптически активным веществом:  
а) твердые тела:  ,dϕα=  где α – постоянная вращения; d –толщина слоя веще-
ства, через которое проходит плоскополяризованный  свет; 
б) химически чистые жидкости: [], dϕαρ= где [α] – удельное вращение, ρ – 
плотность жидкости; 
в) раствор оптически активного вещества в оптически неактивном растворите-
ле: [], Cdϕα=⋅⋅  где С – концентрация  раствора (масса растворенного вещества 
в единице объема раствора), d – длина столба жидкости. 

• Разность фаз обыкновенной и  необыкновенной волн равна:  

() 2,eonnd
ϕπ

λ
−⋅

∆=  
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где и eonn  – соответственно показатель преломления необыкновенной  и обык-
новенной волн. 

•  Степень поляризации  света определяется выражением 
maxmin

maxmin

,IIP
II

−
=

−  

где Imax и Imin – максимальная и минимальная интенсивности частично поляри-
зованного света, пропускаемого анализатором . 
 

Пример  9.1 
Пучок естественного  света падает  на стеклянную  (n = 1,6) призму  гори-

зонтально  ее основанию  (рис. 9.1.1). Определить  двугранный  угол α призмы , 
если отраженный   пучок  максимально  по-
ляризован.  

Дано : n = 1,6; отраженный  луч мак-
симально  поляризован . 

Найти : α = ? 
Решение  
Поскольку  отраженный  от грани  

призмы  луч максимально  поляризован , то 
угол β падения  луча на грань  призмы  под-
чиняется  закону  Брюстера : .1,2 ,Бtgnnβ ==   где n1,2 – относительный  показа -
тель преломления  луча. Решая  это уравнение , имеем :  

. (1,6)58. o
Б arctgnarctgβ ===  

Из рисунка  видно , что стороны  углов  β и α взаимно  перпендикулярны , 
следовательно , сумма  этих  углов  в данном  случае   равна  90 о. Отсюда  полу-
чаем  α = 90 о – β = 90 о – 58 о = 32 о. 

Ответ : α = 32 о.  

Пример  9.2  
Естественный  свет проходит через поляризатор  и анализатор, поставлен-

ные так, что угол между их главными плоскостями  равен φ. Как поляризатор , 
так и анализатор поглощают и отражают 8% падающего на них света. Оказа-
лось, что интенсивность луча, вышедшего из анализатора , равна 9% 
интенсивности естественного света, падающего на поляризатор. Найти угол  φ.  

Дано : k = 8% = 0,08; I = 9%·I ест . = 0,09·I ест.. 
Найти : φ = ? 
Решение  
Для нахождения  угла между  плоскостями  поляризации  анализатора  и 

поляризатора  воспользуемся  законом  Малюса . При этом  учтем , что при про-

... ... . .. ..
a

Рис. 9.1.1

b
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хождении  света  через  поляризатор  отражается  и поглощается  k-тая доля ес-
тественного  света , следовательно , интенсивность  прошедшего  через  
поляризатор  света  будет  равна :   

.12(1).o естIIk=⋅−                                       (9.2.1) 
При прохождении  через  анализатор  теряется  еще k-тая  доля света , 

прошедшего  через  анализатор , а проходит  (1–k)   часть  света . Тогда  закон  
Малюса  можно  записать  в виде :   

2
.12(1)(1)cos.o естIIkk ϕ=⋅−−⋅                            (9.2.2) 

С учетом условия задачи уравнение (2) примет вид: 
22

..0,090,5(1)cos.естестIIk ϕ⋅=⋅−⋅                                   (9.2.3) 
Решая уравнение (3), получаем: 

0cos0,18(10,08)0,4611;arccos(0,4611)62,5.ϕϕ=−===  
Ответ: φ = 62,5о. 

Пример 9.3  
Раствор глюкозы с массовой концентрацией С1 = 280 кг/м3, содержащийся 

в стеклянной трубке, поворачивает плоскость поляризации монохроматического 
света, проходящего через этот раствор, на угол φ1 = 32°. Определить массовую 
концентрацию С2 глюкозы в другом растворе, налитом в трубку такой же длины, 
если он  поворачивает  плоскость  поляризации  на  угол  φ2 = 24°. 

Дано: С1 = 280 кг/м3; φ1 = 32о; φ2 = 24о. d1 = d2. 
Найти: С2.   
Решение 
Вращение плоскости поляризации в жидких оптически активных раство-

рах определяется  уравнением: 
[], Cdϕα=⋅⋅                                                 (9.3.1) 

где С – массовая концентрация  раствора; [ α] – удельное вращение; d – 
длина пути света в растворе. Запишем уравнение (9.3.1) для 1-го и 2-го раство-
ров: 1122 []  и [].CdCdϕαϕα==   Так как длина пути света в обоих растворах  
одинакова, то поделив почленно  эти уравнения, получим для С2 выражение:  

2212CC ϕϕ=                                               (9.3.2) 

Подставим числовые данные задачи в уравнение (9.3.2) получим: 
3

2 2428032210/.C кгм=⋅=   Ответ: С2 = 210 кг/м3. 

Пример 9.4  
Пластинку кварца толщиной d1 = 2 мм, вырезанную перпендикулярно опти-

ческой оси, поместили между параллельными николями, в результате  чего 
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плоскость  поляризации  света  повернулась  на угол φ1 = 53°. Определить  тол-
щину d2  пластинки ,  при  которой  данный  монохроматический   свет  не  
проходит через  анализатор.  

Дано: d1 = 2 мм; φ1 = 53о. 
Найти: d2 = ? 
Решение 
Так как пластинку вырезали перпендикулярно  оптической оси, то луч 

света, проходя кристалл, испытывает двойное лучепреломление . При этом оба 
луча, обыкновенный и необыкновенный , идут в одном направлении  и приобре-
тают разность хода δ, равную: ().oednnδ =⋅−  Ей соответствует изменение 
разности фаз и соответственно  поворот плоскости поляризации  на угол φ1, рав-
ный: 

11 ()2,oenndϕπλ=−                                            (9.4.1) 

где n o и n e – соответственно абсолютные показатели преломления обыкновен-
ной и необыкновенной волны. Свет не будет проходить через анализатор, если 
кварцевая пластинка поворачивает плоскость поляризации на угол φ2 = 90 о. 
Толщина пластинки, соответствующая  такому углу поворота, определяется 
аналогичным уравнением 

22 ()2.oenndϕπλ=−⋅⋅                                          (9.4.2) 

Решая совместно уравнения (9.4.1) и (9.4.2), получаем для искомой тол-
щины пластинки d2 выражение 

2211dd ϕϕ= .                                                 (9.4.3) 

Подставив числовые значения в формулу (94.3), получим:    

21 902533,4.ood мм=⋅=   Ответ: d2 = 3,4 мм. 

10. Дисперсия и поглощение световых волн 

В данном разделе представлены задачи по следующим темам: 
1. Поглощение света; применение законов Бугера и Бугера–Ламберта–

Бера. 
2. Классическая электронная теория дисперсии  и поглощения света. 
3. Групповая, фазовая скорости света.  
Основные формулы. 
• Для однородной среды справедлив  закон Бугера 

,kd
oIIe −=                                                  (10.1) 
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где I и Io – соответственно  интенсивность  света на входе и выходе из вещества; 
d –  толщина слоя вещества,  через который проходит свет; k – коэффициент, 
зависящий от химической природы вещества, состояния поглощающей среды и 
длины волны света; е – основание натуральных логарифмов. 

• В разбавленных растворах вещества в практически непоглощающем  
растворителе коэффициент  поглощения k = b С и закон Бугера ( в этом случае 
его называют законом Бугера–Ламберта–Бера) принимает вид  

,bCd
oIIe −=                                                 (10.2)  

где C – концентрация  раствора, b – коэффициент, не зависящий от концентра-
ции и характерный  для молекул поглощающего вещества. 

• Абсолютный показатель преломления  вещества  n согласно классиче-
ской  электронной теории дисперсии вещества, состоящего из неполярных 
молекул, определяется  выражением 

2

22
1

1,
2

K
oi

iooi

nefn
mεωω =

≈+
−∑                                 (10.3) 

где no – концентрация атомов или молекул; e и m – соответственно заряд и масса 
электрона; ωoi – собственная частота  колебаний электронов  в  атомах i-го типа, 
ω – частота света, проходящего через вещество; K – число атомов разного сорта 
в веществе, fi  – безразмерный коэффициент, зависящий от типа электрона, и оп-
ределяющий вклад данного типа электронов в дисперсию и поглощение света. 

• Фазовая скорость света v определяется выражениями: 

v,v, c
kn
ω

==                                          (10.4) 

где ω – циклическая  частота световой волны; k = 2 π/λ – модуль волнового век-
тора, с – скорость света в вакууме; n – абсолютный показатель преломления  
вещества. 

• Модуль групповой скорости световой волны, определяющей скорость 
переноса энергии волной, равен производной от циклической частоты ω(k) по 
модулю волнового вектора k:  

.du
dk
ω=                                                     (10.5) 

• Связь между групповой  и фазовой  скоростями  света определяется  
формулой  Рэлея 
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vvv.
1

du dnd
nd

λ
ωλ

ω

=−=
+

                                      (10.6) 

Решение задач на поглощение света сводится к составлению уравнений 
на основе уравнения Бугера или Бугера–Ламберта–Бера и учете ослабления 
света вследствие отражения света на границе раздела сред с помощью коэффи-
циента отражения, обычно задаваемого в условии задачи. 

Решение задач по второй теме основано на использовании  формулы 
(10.3) этого раздела. При этом следует учесть, что если вещество состоит из 
атомов одного сорта, а число оптических (валентных) электронов равно K, то 
можно полагать, что собственные частоты всех оптических электронов пример-
но одинаковы, одинаков также их вклад в дисперсию. В этом случае формула 
(10.3) упрощается: 

2

221.
2

o

o o

ne Kn
mε ωω

≈+⋅
−

                                         (10.7) 

При определении показателя преломления  для рентгеновского излучения 
можно считать, что ω >> ωo , т.к. частота рентгеновского излучения на три по-
рядка превышает частоту колебаний валентных электронов. В этом случае 
формула (10.7) примет вид: 

2

21.
2

o

o

neKn
mεω

≈−⋅                                             (10.8) 

Заметим, что из формулы (10.8) следует, что показатель преломления для  
рентгеновских лучей меньше 1. Отметим также, что при наличии свободных  
электронов в веществе собственная частота  колебаний ωо их равна 0 вследст-
вие отсутствия  «упругой» связи этих электронов с ионными остатками. 

Решение задач 3- го типа основано на использовании определений фазо-
вой и групповой скорости (4–6) и правил дифференцирования . При этом точное 
значение производной можно заменить ее приближенным значением, если за-
даны небольшие изменения показателя преломления и длины волны, например: 

21

21

vvvv ,
d
d
λλλλ

∆−
≈=

∆−
   

где  фазовая скорость v = с/n. 

Пример 10.1  
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Коэффициент поглощения воды для излучения с длиной волны  0,77  мкм  
равен  0,0024  мм-1.  На  какой  глубине  монохроматический   пучок  лучей  бу-
дет  ослаблен  в  2,7 раза?  На сколько надо увеличить яркость падающего  
пучка, если нужно изменить  толщину  слоя воды  с  1 до 5 см,  без уменьшения 
яркости излучения, выходящего из водяного фильтра?  

Дано: k = 0,0024 мм-1;  Io/I = 2,7;  d1 = 1 см = 10 мм;  
 d2 = 5 см  = 50 мм;     I1 = I2. 
Найти: d = ? Io2/Io1 = ? 

Решение  
Поглощение света в веществе описывается   законом Бугера  

,kd
oIIe −=                                                (10.1.1) 

где I o – интенсивность света, падающего на раствор; k – линейный коэффици-
ент поглощения; d – толщина слоя вещества. Решая уравнение (10.1.1) 
относительно d, и подставляя числовые значения из условия задачи, получим 

ln(/)ln(2,7)/0,0024414 мм.odIIk==≈  

Для ответа на 2-й вопрос запишем уравнение (10.1.1) для 1-го и 2-го слоя 
воды, получим: 

12
1122 ,kdkd

ooIIeIIe −−== .                              (10.1.2) 

Решая систему (2) с учетом условия I1 = I2, получим 

 Подставим числовые значения из условия задачи и, потенцируя, получим 

221ln()0,0024(4010)0,096oII =⋅−=   и  Io2/Io1 = 1,10. 

Ответ: d = 414 мм; Интенсивность первичного пучка следует увеличить 
в 1,10 раза. 

Пример 10.2  
Показатель преломления  воздуха при нормальных условиях для желтой 

линии натрия (λ = 5893·10 –10 м) n1 = 1,0002918. Определите показатель прелом-
ления n2 при температуре  30о С и давлении 3·106 Па. 

Дано: λ = 5893·10–10 м;  n1 = 1,0002918;  
t1 = 0o C = 273 K; p1 =1·105 Па;  
t2 = 30o C = 303 K; p2 =3·106 Па. 
Найти: n2 = ? 
Решение  

221ln()0,0024(4010)0,096.oII =⋅−=
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Поскольку показатель преломления  воздуха для данной длины волны 
больше 1, то имеет место нормальная дисперсия, т.е. ω0i > ω, где ω0i – собствен-
ная частота колебаний электронов в молекулах воздуха.  

Следует также учесть, что воздух состоит из разных молекул, основными  
являются азот, кислород, водород. Поэтому показатель преломления воздуха 
при данных условиях определяется  дисперсионной формулой  

2

22
1

1,
2

l
oi

iooi

nefn
mεωω =

=+
−∑                                 (10.2.1) 

где no –концентрация  молекул воздуха;  е –заряд электрона; m – масса электро-
на; ω – частота света; εо – электрическая  постоянная; ωoi – собственная частота 
колебаний электрона данного типа;  f i  – безразмерный коэффициент , завися-
щий от типа электрона и определяющий вклад данного типа электронов в 
дисперсию и поглощение света.  

При изменении температуры и давления воздуха, величины, стоящие под 
знаком суммы, не изменяются, поэтому  обозначив сумму буквой С, формулу 
(10.2.1) можно записать в виде: 

2

1
2

o

o

nenC
mε

=+⋅ .                                        (10.2.2) 

Уравнение (10.2.2) запишем для двух состояний  воздуха:  

22
12

12 1 и 1
22

oo

oo

nenenCnC
mmεε

=+⋅=+⋅                     (10.2.3) 

Концентрация молекул воздуха n0 прямо пропорциональна  его плотности 

ρ:  01 1

022

n
n

ρ
ρ

= .  

Отношение 12ρρ  определим из системы уравнений Клапейрона – Менделеева 

для двух состояний газа: 12
1122 ;;pRTpRTρρ

µµ
==  откуда: 

1112

2212
.o

o

npT
pTn

ρ
ρ

==                                             (10.2.4) 

Решая совместно систему уравнений (10.2.3 и 10.2.4), получим: 

1211221211
2

1212

(1)1.npTpTpTpTnn
pTpT

+−−
==+                     (10.2.5) 
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Подставим числовые значения в (10.2.5): 

6

2 5

310273(1,00029181)11,007887.
110303

n ⋅⋅−
=+=

⋅⋅
 

Ответ: n2 = 1,007887. 

Пример 10.3  
Определить дисперсию вещества, фазовую и групповую скорости, если 

известно, что  показатель  преломления  прозрачных веществ для небольших  
интервалов длин волн зависит от длины волны следующим образом: 

2nAB λ=+ . 
Дано: 2nAB λ=+ .  
Найти: ?dnd λ = v = ? u = ? 

Решение 
Для решения задачи воспользуемся  определением  дисперсии вещества, 

фазовой скорости и формулой Релея для групповой скорости. Для дисперсии 
вещества dnd λ  по определению имеем 

23
2().dndBB A

ddλλ λλ
=+=−  

Фазовая скорость v равна 

2

22v = .ccc
n ABAB

λ
λλ

==
++

 

Групповую скорость  u определим из формулы Релея 

22

22
vv. dcdcu

dd ABAB
λλλλ

λλ λλ


=−=− 

++ 
 

Выполняя дифференцирование  по λ и  упрощая полученное выражение, полу-
чим для групповой скорости формулу  

22

22
() .

()
cABu

AB
λλ

λ
−

=
+
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Задачи для самостоятельного решения 
Гармонические  колебания 

301.  Тело совершает гармонические колебания по закону  х=0,05sin((π/3)·t) 
м. Определить амплитуду силы и  полную энергию тела, если его масса 200 г.   

302.  Закон изменения силы тока в колебательном контуре I= 0,05sin(100πt) 
А. Емкость конденсатора 15 мкФ. Найти индуктивность контура, период колеба-
ний, максимальную энергию электрического поля и закон изменения разности  
потенциалов на обкладках конденсатора. 

303.  Однородный диск радиусом 30 см колеблется  около горизонтальной  
оси, проходящей через одну из образующих цилиндрической  поверхности дис-
ка. Каков период его колебаний. 

304.  Максимальное  значение силы тока в колебательном  контуре 1 мА. 
Частота колебаний равна 50 Гц, а индуктивность   катушки 5 мГн. Определить 
разность  потенциалов на обкладках конденсатора  колебательного контура в 
тот момент, когда энергия электрического  поля конденсатора в 2 раза больше  
энергии магнитного поля катушки. 

305.  Груз массой 1 кг подвешен на вертикальной пружине жесткостью 
2500 Н/м. Какой будет амплитуда колебаний этого груза, если ему сообщили 
скорость 2 м/с, после того как отклонили от положения равновесия на 3 см. 

306.  В колебательном  контуре  индуктивность   катушки  равна  0,2 Гн, а 
амплитуда колебаний силы тока 40 мА. Найти энергию электрического  поля 
конденсатора и магнитного поля катушки в тот момент, когда мгновенное зна-
чение силы тока в два раза меньше амплитудного  значения. 

307.  Уравнение движения точки дано в виде x = 0,2sin(( π/2)t + π/4) (м). 
Найти период колебаний, максимальную скорость и максимальное ускорение 
точки.  

308.  Колебательный  контур состоит из катушки с индуктивностью, рав-
ной  0,2 Гн, и конденсатора емкостью 10 мкФ. В момент, когда напряжение на 
конденсаторе равно 1 В, ток в контуре равен 10 мА. Определить максимальное  
значение силы тока в контуре. 

309.  Тело совершает  гармонические  колебания  с периодом 1,5 с, а макси-
мальное ускорение тела составляет  5 см/с2. Определить скорость колеблющего 
тела в тот момент, когда кинетическая  энергия тела равна его потенциальной  
энергии. 

310.  Тонкий однородный стержень длины l совершает гармонические  ко-
лебания вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку, находящейся на 
расстоянии d = 4l  от его середины. Период таких колебаний равен 2 с. Чему 
будет равен период его колебаний вокруг горизонтальной оси, проходящей че-
рез край стержня. 
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Сложение колебаний 

311.  Складываются  два гармонических колебания одного направления , 
описываемых уравнениями x1 = 3cos(2 πt+π/4) см и x2 = 5cos(2πt+π/2) см. Оп-
ределить для результирующего  колебания амплитуду, начальную фазу. 
Записать уравнение результирующего  колебания. 

312.  Разность фаз одинаково направленных  гармонических колебаний  
одинакового периода T = 4 с и одинаковой амплитуды А = 5 см составляет π/4. 
Записать уравнение результирующего  колебания, если начальная фаза одного 
из них равна нулю. 

313.  Амплитуда результирующего  колебания , получающегося при сложе-
нии двух гармонических колебаний одного направления одинаковой частоты, 
обладающих разностью фаз 60 0 , равна А = 6 см. Определить амплитуду А2  

второго колебания,  если  А1 = 5 см. 
314.  Найти уравнения траектории частицы, если ее уравнения движения 

имеют вид: x = 5cos(
2
ω t),  у = 5cos(ωt). 

315.  Частица принимает участие одновременно в двух взаимно перпенди-
кулярных гармонических колебаниях, уравнения движения которых имеют  
вид: x = Аcos(ωt+α ), у = Вsin(ωt+α ), где А = 3 см, В = 8 см. Найти уравнение 
траектории частицы. 

316.  Частица принимает участие одновременно в двух взаимно перпенди-
кулярных гармонических колебаниях, уравнения движения которых имеют  
вид: x = 2 sin(ωt),  у = 2 sin(2ωt). Найти уравнения траектории частицы. 

317. Складываются два гармонических колебания  одного направления, 
описываемых уравнениями x1 = 3cos(πt+π/6) см и x2 = 4cos(πt+π/3, см. Опреде-
лить для результирующего  колебания  амплитуду А, начальную фазу α . 
Записать уравнение результирующего  колебания. 

318.  Частица принимает участие одновременно  в трех гармонических ко-
лебаниях, происходящих вдоль одного направления по законам: x1 = 2cos(ωt) 
см, x2 = 4cos(ωt+π/4) см, x3 = 2cos(ωt+π/2) см. Определить графическим  мето-
дом амплитуду и начальную фазу результирующего колебания. 

319.  Частица принимает участие одновременно в двух взаимно перпенди-
кулярных гармонических колебаниях, уравнения движения которых имеют  
вид: x = Аcos(ωt), у = Вcos(ωt+π/2), где А = 5 см, В = 2 см. Найти уравнение 
траектории частицы. 

320.  Частица принимает участие одновременно  в трех гармонических ко-
лебаниях, происходящих вдоль одного направления по законам:                    x1 

= 6cos(ωt) см, x 2 = 4cos(ωt+π/2) см, x 3 = 2cos(ωt+π) см. Определить графиче-
ским методом амплитуду и начальную фазу результирующего  колебания. 

Затухающие колебания 
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321.  Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью 250 мкФ, 
катушки с индуктивностью  2 мГн и сопротивления 5 Ом. Во сколько раз 
уменьшится разность потенциалов на обкладках конденсатора за один период 
колебаний. 

322.  Тело массой 2 г совершает затухающие колебания. В течение времени 
30 с тело потеряло 80% своей энергии. Определить коэффициент  сопротивле-
ния. 

323. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью 1 мкФ,  
катушки с индуктивностью  1,6 мГн, сопротивление которой равно 32 Ом. Оп-
ределить время τ  и число полных колебаний N, по истечении которых 
амплитуда тока в контуре уменьшается в 10 раз. 

324. Начальная амплитуда затухающих колебаний маятника равна А0 = 6 см. 
По истечении времени 1t  = 10 с амплитуда равна А1 = 2 см. Определите, через 
какое время 2t  амплитуда колебаний маятника станет равной А2 = 6 мм. 

325. За время, в течение которого маятник совершает  100 колебаний, ам-
плитуда уменьшилась в 3 раза. Определить добротность колебательной 
системы. 

326. Груз массой m = 100 г на пружине с коэффициентом  упругости k=0,2 
кг/м  совершает  малые колебания в среде, в которой коэффициент  затухания 
β = 0,5 с-1. Определить время τ  и число полных колебаний N, по истечении ко-
торых энергия маятника уменьшается в е раз. 

327. Определить число полных колебаний системы, в течение которых 
энергия уменьшилась в 10 раз.  Логарифмический  декремент колебаний 0,01. 

328. Частота затухающих колебаний в колебательном  контуре с добротно-
стью 2500 равна 250 кГц. Определить время, за которое амплитуда тока 
уменьшится в 4 раза. 

329.  Энергия затухающих колебаний маятника за 30 секунд уменьшается в 
три  раза. Определите, во сколько раз она уменьшиться за 2 минуты. 

330.  Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью С = 5 мкФ 
и катушки длиной l = 40 см, радиусом r = 3 см из проволоки диаметром  d = 2 
мм. Сопротивление катушки равно R = 100 Ом. Найти логарифмический  декре-
мент затухания контура λ .   

 

 

Переменный ток 
331.  В  цепь переменного тока включены последовательно  емкость C, со-

противление  R и катушка индуктивности  L. Амплитуда переменного 
напряжения mU = 220 В. Найти амплитуду падения напряжения  на конденса-
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торе CmU , если известно, что амплитуда падения напряжения сопротивлении  
равна RmU = 2⋅ CmU , а на индуктивности LmU = 5⋅ CmU . 

332.  Катушка  длиной 10 см и площадью поперечного сечения 4 см2 вклю-
чена в цепь переменного тока частотой 50 Гц. Число витков катушки 500. 
Найти сопротивление катушки R, если сдвиг фаз между напряжением и током 
60°.  

333.  В  цепь переменного тока включены последовательно  конденсатор  
емкостью С = 0,5 мкФ и резистор сопротивлением R = 2,5 кОм. При какой 
частоте ν переменного тока полное сопротивление Z  в два раза больше его 
активного сопротивления  R?  

334.  Последовательно соединенные конденсатор  и резистор с сопротив-
лением R = 110 Ом подключены  к внешнему напряжению с амплитудным  
значением mU  = 110 В. Определить сдвиг фаз между приложенным  внешним 
напряжением и изменением тока в цепи, если амплитуда силы тока составляет 

mI  = 0,5 А. 
335.  Конденсатор емкостью С = 1 мкФ и резистор с сопротивлением R = 

3 кОм включены в цепь переменного тока частотой ν = 50 Гц. Найти полное 
сопротивление Z цепи, если конденсатор и резистор включены: а) последова-
тельно; б) параллельно. 

336.  В  цепь переменного тока частотой 50 Гц включены последовательно  
сопротивление  R = 2 кОм и катушка индуктивности  L. Определить индуктив-
ность катушки L, если полное сопротивление  Z цепи составляет 5 кОм. 

337.  В  цепь колебательного  контура, состоящего из последовательно  со-
единенных конденсатора емкостью C = 5 мкФ, резистора с сопротивлением  R= 
2 кОм и катушки с индуктивностью  2 мГн, подключено переменное внешнее 
напряжение tU π100cos220= , В. Определить амплитуду силы тока mI , сдвиг фаз 
между приложенным внешним напряжением и изменением тока в цепи α  и  
полное сопротивление цепи Z. 

338.  В  цепь переменного тока включены последовательно  емкость C, со-
противление  R и катушка индуктивности  L. Амплитуда переменного 
напряжения mU  = 220 В. Найти амплитуду падения напряжения  на конденса-
торе CmU , сопротивлении RmU  и на индуктивности LmU , если известно, что 
внешнее напряжение опережает ток по фазе на 30°, а LmU  = 4⋅ CmU . 

339.  Колебательный контур состоит из катушки индуктивностью  L = 5 мГн   
и резистора сопротивлением R = 500 Ом. При какой частоте ν переменного тока 
полное сопротивление Z  в два раза больше его активного сопротивления   R?  

340.  В  цепь переменного тока включены последовательно емкость C, сопро-
тивление  R и катушка индуктивности L. Амплитуда переменного напряжения mU  
= 220 В. Определить амплитудные значения напряжений CmU , RmU  и LmU , если 
сдвиг фаз между током  и напряжением равен 45°,  а CmU  = 3⋅ LmU . 
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Волны 
341.  Упругая волна распространяется вдоль оси х со скоростью υ  = 10 м/с. 

Частота колебаний частиц среды равна v = 0,5 Гц, амплитуда А = 4 см. Определить 

длину волны λ , смещение ξ , скорость 
dt
dξ  и ускорение 2

2

dt
d ξ  точки, находящейся 

от  источника колебаний на расстоянии  х = 5 м в момент времени t  = 1,5 с. 

342.  Колебательный контур, состоящий  из катушки индуктивности и плос-
кого конденсатора, настроен на длину волны λ  = 942 м. Расстояние между 
пластинами конденсатора  d = 8,85 мм, диэлектрическая  проницаемость  вещест-
ва, заполнившего пространство  между пластинами , ε  = 4. Площадь каждой пла-
стины S = 10 см2. Скорость света в вакууме равна υ  = 3 ⋅108 м/c. Определить 
индуктивность катушки L.  

343.  Плоская волна распространяется  вдоль оси х со скоростью υ  = 10 м/с. 
Амплитуда колебаний частиц среды равна А = 3 см. Две точки, находящиеся  от  
источника колебаний на расстоянии х1 = 6 м и х2 = 8 м, колеблются с разностью 
фаз /3ϕπ∆= . Определить длину волны λ  и  смещение ξ  данных точек в мо-
мент времени t  = 2 с. 

344.  Упругая волна распространяется  вдоль оси х со скоростью υ  = 20 м/с. 

Максимальная скорость колебаний частиц равна 
max

d
dt
ξ




= 10 см/с, максималь-

ное ускорение 
2

2
max

d
dt

ξ



= 80 см/с2. Определить длину волны λ . 

345.  Определить длину электромагнитной  волны λ  в вакууме, на которую 
настроен идеальный колебательный контур, если максимальная разность  по-
тенциалов на обкладках конденсатора  равна CmU = 40 В, а максимальное  
значение силы тока в контуре mI  = 5 мА. Емкость конденсатора С = 1,5 мкФ.  
Скорость света в вакууме равна υ  = 3⋅108 м/c. 

346.  Звуковые колебания, имеющие частоту ν = 400 Гц и амплитуду А = 
0,5 мм, распространяются в воздухе. Длина волны λ  = 60 см. Найти скорость 

распространения  волн υ , максимальную скорость 
max

d
dt
ξ




и максимальное ус-

корение 
2

2
max

d
dt

ξ



 колебаний частиц воздуха. 

347.  Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью С = 0,5 
мкФ и катушки длиной l=15 см радиусом r = 1 см из проволоки диаметром d = 2 
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мм. Определить длину электромагнитной  волны λ  в вакууме, на которую на-
строен колебательный контур. Скорость света в вакууме равна υ =3⋅108 м/c. 

348.  Упругая волна распространяется вдоль оси х со скоростью υ  = 20 м/с. 
Период колебаний частиц среды равен T=2 с, амплитуда А = 0,5 см. Определить 

длину волны λ , смещение ξ , скорость 
dt
dξ  и ускорение 2

2

dt
d ξ  точки, находящейся 

от  источника колебаний на расстоянии х= 5 м в момент времени t = 0,5 с. 
349.  Идеальный колебательный контур, состоящий  из катушки индуктив-

ности и плоского конденсатора , настроен на длину волны λ  = 1884 м. 
Определить максимальный заряд на обкладках конденсатора,  если максималь-
ное значение силы тока в контуре mI  = 2 мА. Скорость света в вакууме равна υ  
= 3⋅108 м/c. 

350.  Плоская волна распространяется  вдоль оси х со скоростью υ  = 5 м/с. 
Амплитуда колебаний частиц среды равна А = 4 см. Две точки, находящиеся  от  
источника колебаний на расстоянии х1 = 7 м и х2 = 10 м, колеблются с разно-
стью фаз 65ϕπ∆= . Определить длину волны λ  и  смещение ξ  данных точек в 
момент времени t  = 4 с. 

Геометрическая оптика 

357.  Наблюдатель   находится   в  воде  на  глубине  40 см. Он  видит , что  
над  ним  висит  лампа , расстояние  до  которой , по его наблюдениям , равно  
2,4 м. Определите  истинное  расстояние  от поверхности  воды  до лампы .  

358.  Матовая  электрическая  лампочка  в виде  шара  диаметра  6 см осве -
щает  глобус  диаметра  26 см.  Определите  диаметры  полной  тени  и 
полутени  глобуса  на стене . Расстояние  от глобуса  до лампочки  1 м, до 
стены  2 м.  

359.  Изображение   предмета  в вогнутом  зеркале  увеличено  в 3 раза . По-
сле того  как предмет  отодвинули  от зеркала  на 80 см, его изображение  стало  
в 2 раза меньше  предмета . Найдите  фокусное  расстояние  зеркала.  

360. Предельный угол полного отражения  для некоторого  вещества ока-
зался равным 30°. Найти  показатель  преломления  этого вещества .  

323. Определить  показатель  преломления  стекла , из которого  изготов-
лена собирающая  линза с радиусами  кривизны  поверхностей  20 см, если  
действительное  изображение  предмета , расположенного  в 25 см от линзы, по-
лучилось  на расстоянии  1 м от нее.  

324. Источник  света находится  на расстоянии  1,5 м от экрана, на кото-
ром с помощью  собирающей  линзы получают  увеличенное  изображение  
источника . Затем экран отодвигают  еще на 3 м и снова получают  увеличенное  
изображение  источника . Чему равны фокусное  расстояние  линзы и размеры  



 167 

источника , если размер изображения  в первом случае  18 мм, а во втором 96 
мм?  

361. Расстояние  между электрической  лампочкой  и экраном  1 м. При ка-
ких положениях  собирающей  линзы с фокусным  расстоянием  21 см 
изображение  нити лампочки  будет отчетливым ? Можно ли при этом расстоянии  
получить  четкое  изображение  предмета , если взять линзу с фокусным  расстоя-
нием в 26 см?  

362. Две тонкие   выпуклые  линзы расположены  на общей оси так, что 
центр одной лежит в фокусе другой. На двойном  фокусном расстоянии  от ле-
вой линзы расположен  предмет. Где будет находиться  его изображение ?  
Каково поперечное  увеличение  системы? Оптическая  сила каждой линзы D.. 

363. Имеются  две тонкие  симметричные  линзы: одна собирающая  с по-
казателем  преломления  n1 = 1,70, другая рассеивающая  с n2  = 1,51. Обе линзы 
имеют одинаковый  радиус   кривизны   поверхностей   R = 10 см. Линзы   сложи-
ли  вплотную  и погрузили  в  воду.  Каково фокусное  расстояние  этой системы  
в воде? 

364. Двояковыпуклая  линза, ограниченная  сферическими  поверхностями  
одинакового  радиуса  кривизны  в 12 см, поставлена  на такое расстояние  от 
предмета , что изображение  на экране  получилось  в k  раз больше  предмета . 
Определить   расстояние   от предмета   до экрана,  если:  1) k = 1;  2)  k = 20  и 
3) k = 0,2. Показатель  преломления  материала  линзы 1,5.  

Интерференция  световых волн  

361. В установке Юнга расстояние между щелями 1,5 мм, экран располо-
жен на расстоянии 2 м от щелей. Щели освещаются  источником с красным 
светофильтром ( λ = 687 нм). Определить расстояние  между интерференцион-
ными полосами на экране. Как изменится расстояние между полосами, если 
заменить красный светофильтр зеленым (λ = 527 нм)?  

362. На пути световой волны, идущей в воздухе, поставили стеклянную  
пластинку  толщиной  h = l мм . На сколько  изменится  оптическая  длина  
пути , если  волна  падает  на пластинку : 1) нормально ; 2) под  углом  α = 30°? 

363. На тонкую  пленку  воды  под углом α = 52 о падает  параллельный  
пучок белого света . При какой толщине  пленки зеркально  отраженный  свет  
окрашен в желтый  свет (λ = 0,60 мкм) наиболее  сильно?  

364. В оба  пучка света  интерферометра  Майкельсона   поместили  ци-
линдрические  трубки  длиной  10 см каждая, закрытые  с торцов  прозрачными  
плоскопараллельными  пластинками . Вначале  из трубок  был выкачан  воздух, 
потом в одну из них впустили  водород , и интерференционная  картина смести-
лась на 47,5 полос. Каков показатель  преломления  водорода? Опыт 
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проводился  в свете  с длиной волны 590 нм. 
365. В опыте Юнга отверстия   освещались  монохроматическим  светом  

(λ = 600 нм). Расстояние  между отверстиями  d = l мм, расстояние  от отверстий  
до экрана L = 3 м. Найти положение  трех первых светлых  полос.  

366. В опыте с зеркалами  Френеля расстояние  между мнимыми  изобра-
жениями  источника  света d  = 0,5 мм, расстояние  до экрана L = 5 м. В зеленом  
свете получились  интерференционные  полосы,  расположенные   на расстоя-
нии 5 мм друг от друга. Найти длину волны  зеленого  света.  

367. Мыльная  пленка , расположенная  вертикально , образует  клин 
вследствие  стекания  жидкости . При наблюдении  интерференционных  полос  
в отраженном  свете  ртутной  дуги ( λ = 546,1 нм) оказалось , что расстояние  
между пятью  полосами  равно  2 см. Найти  угол  клина  в секундах . Свет  пада-
ет перпендикулярно  к поверхности  пленки . Показатель  преломления  
мыльной  воды  n = 1,33.  

368. Установка  для получения  колец  Ньютона  освещается  монохрома -
тическим  светом , падающим  по нормали  к поверхности  пластинки . 
Наблюдение  ведется  в отраженном  свете . Радиусы  двух соседних  темных  ко-
лец равны  rk = 4,0 мм и rk+1 = 4,38 мм. Радиус   кривизны  линзы  R =  6,4 м. 
Найти  порядковые  номера  колец  и длину волны  падающего  света .  

369. Установка  для получения  колец  Ньютона  освещается  монохрома -
тическим  светом , падающим  по нормали  к поверхности  пластинки . 
Наблюдение  ведется  в отраженном  свете . Расстояние  между вторым  и два-
дцатым  темными  кольцами  4,8 мм. Найти  расстояние  между третьим  и 
шестнадцатым  темными  кольцами  Ньютона . Как изменится  это расстояние , 
если пространство  между линзой  и пластинкой  заполнить  жидкостью  с пока-
зателем  преломления  бóльшим , чем у линзы  и пластинки ? 

370. Установка  для получения  колец  Ньютона  освещается  светом  с 
длиной  волны  λ =  589 нм, падающим  по нормали  к поверхности  пластинки . 
Радиус  кривизны  линзы  R = 10 м. Пространство  между линзой  и стеклянной  
пластинкой  заполнено  жидкостью . Найти  показатель  преломления  п жидко-
сти, если радиус  третьего  светлого  кольца  в проходящем  свете  r3 = 3,65 мм.  

Дифракция световых волн 

371. Дифракционная  решетка содержит 400 штрихов на 1 мм. На  решетку 
падает  монохроматический   красный  свет с длиной волны 650 нм. Под каким 
углом виден первый максимум? Сколько всего максимумов дает эта решетка?  

372. Дифракционная  картина наблюдается на расстоянии  L = 4 м от то-
чечного источника монохроматического  света (λ = 500 нм). Посередине между 
экраном и источником света помещена диафрагма с круглым отверстием. При 
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каком радиусе R отверстия центр дифракционных  колец, наблюдаемых на экра-
не, будет наиболее темным? 

373. На диафрагму с диаметром отверстия D = 1,96 мм падает нормально 
параллельный пучок монохроматического , света ( λ = 600 нм). При каком наи-
большем расстоянии между диафрагмой  и экраном в центре дифракционной  
картины еще будет наблюдаться темное пятно?  

374. Свет с длиной волны 530 нм падает на решетку, период которой равен 
1,50 мкм, а общая длина 12,0 мм. Определить угловую ширину главного мак-
симума и разрешающую способность  решетки. Какова должна быть длина 
дифракционной решетки с периодом 300 штрихов на 1 мм, чтобы разрешить 
две спектральные линии с длинами волн 600,000 нм и 600,050 нм в спектре вто-
рого порядка? В спектре наивысшего порядка?  

375. Период дифракционной  решетки 0,01 мм, общее число штрихов равно 
990. Увидим ли мы раздельно в спектре первого порядка обе компоненты  дуб-
лета желтой линии натрия с длинами волн 5890 А и 5896 А? Каково угловое 
расстояние между этими максимумами в спектре второго порядка?  

376. На дифракционную  решетку нормально  падает пучок света. Красная 
линия (λ1 = 630 нм) видна в спектре третьего порядка под углом φ = 60°.  Какая 
спектральная линия λ2 видна под этим же углом в спектре четвертого порядка? 
Какое число штрихов No на единицу длины имеет дифракционная  решетка? 
Найти угловую дисперсию dφ/dλ этой решетки для длины волны λ1 = 630 нм в 
спектре треть его  порядка. 

377. На грань кристалла каменной соли под углом скольжения 31° 3' падает 
параллельный пучок  рентгеновских лучей с длиной  волны 0,147 нм.  Опреде-
лить  расстояние между атомными плоскостями  в кристалле, если при этом угле 
скольжения наблюдается дифракционный  максимум второго порядка. Каков 
максимальный порядок дифракции от данной грани кристалла?  

378. На дифракционную  решетку  нормально  падает  пучок света . На-
триевая  линия  ( λ = 589 нм) дает в спектре  первого  порядка  угол дифракции   
φ1 = 17°8'. Некоторая   линия  дает  в спектре  второго  порядка  угол дифракции  
φ2 = 24 912'. Найти длину  волны  этой  линии  и число  штрихов  N0 на единицу  
длины  решетки .  

379. Зрительная труба гониометра с дифракционной  решеткой поставлена  
под углом φ = 20° к оси коллиматора . При этом в поле зрения трубы видна 
красная линия спектра гелия (λкр. = 668 нм). Какова постоянная d дифракцион-
ной решетки, если под тем же углом видна и синяя линия ( λс = 447 нм) более 
высокого порядка? Наибольший порядок спектра, который можно наблюдать 
при помощи решетки, равен 5. Свет падает на решетку нормально.  

380. На каком расстоянии друг от друга будут находиться на экране две 
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линии ртутной дуги (λ1 = 577 нм и λ2 = 579,1 нм) в спектре первого порядка, по-
лученном при помощи дифракционной решетки? Фокусное расстояние линзы, 
проектирующей спектр на экран,  f  = 0,6 м. Постоянная решетки d = 2 мкм.  

Поляризация световых волн  

381. На систему, состоящую из двух поляроидов , у которых угол  между  
оптическими осями составляет 45°, падает естественный свет. Во сколько раз 
уменьшится интенсивность светового  пучка? Потери света в каждом полярои-
де составляют 10%. Потерями на отражение света пренебречь.  

382. Если между двумя скрещенными поляроидами поместить третий, оп-
тическая ось которого составляет  угол α с оптической осью анализатора , то 
поле зрения просветлеет . Найти интенсивность прошедшего  света. Потерями  
света  на отражение и поглощение пренебречь . При каком угле α просветление  
максимальное?  

383. Определить толщину  пластинки  из  кальцита, которая в желтом све-
те с длиной волны 589,3 нм создаст сдвиг фаз между обыкновенным  и 
необыкновенным  лучами, равный π/2 ( пластинка в четверть волны). Какой 
сдвиг фаз возникнет при этом в фиолетовом  свете (404,7 нм), проходящем  че-
рез  эту  же  пластинку? Разность показателей преломления  (n o – n e)  для 
кальцита в видимой области спектра принять равной 0,172. 

384. Раствор глюкозы с массовой  концентрацией 2,8·102  кг/м3,   налитый 
в стеклянную трубку, поворачивает  плоскость поляризации света, проходящего 
через раствор, на угол 64°. Другой раствор, налитый в эту же трубку, вращает 
плоскость поляризации на 48°. Найти концентрацию второго раствора.  

385. Пучок естественного  света, идущий в воде, отражается от грани ал-
маза, погруженного в воду. При каком угле падения  отраженный  свет  
полностью  поляризован?  

386. Угол φ поворота  плоскости  поляризации  желтого  света  натрия  при 
прохождении  через  трубку  с раствором  сахара  равен  40°. Длина  трубки  L = 
=15 см. Удельное  вращение  α сахара  равно  1,17·10 –2 рад·м–3/(м·кг). Опреде -
лить  плотность   ρ  раствора .  

387. Луч света   проходит  через  жидкость , налитую  в стеклянный  сосуд  
(n = 1,5), и отражается  от дна. Отраженный  луч полностью  поляризован  при 
падении  его на дно сосуда  под углом  42°37'. Найти  показатель  преломления  
жидкости .  

388. Предельный угол полного внутреннего  отражения пучка света на 
границе жидкости с воздухом равен 43°. Определить угол Брюстера для паде-
ния луча из воздуха на поверхность этой жидкости.  

389. Во сколько раз ослабляется интенсивность света, проходящего через 
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два николя, плоскости пропускания которых образуют угол α = 30 o, если в каж-
дом из николей в отдельности теряется 10 % интенсивности падающего на него 
света?  

390.  На николь  падает  пучок частично -поляризованного  света . При не-
котором  положении  николя  интенсивность  света , прошедшего  через  него, 
стала  минимальной . Когда плоскость  поляризации  николя  повернули  на угол 
β = 45°, интенсивность  света  возросла  в k = 1,5  раза .  Определить  степень  
поляризации  Р света . 

Дисперсия и поглощение  света  

391. Из одного  и  того же  вещества изготовили две пластинки толщиной 
3,8 мм и 9,0 мм. Пластинки поочередно вводят в узкий пучок монохроматиче-
ского света и наблюдают, что первая  пластинка пропускает 0,84 светового 
потока, вторая – 0,70. Определить коэффициент поглощения и толщину слоя 
половинного поглощения этого вещества. Вторичными отражениями света пре-
небречь.   

392. Прозрачная  пластинка  пропускает  половину  падающего  на нее све-
тового  потока . Определить  коэффициент  поглощения , если толщина  
пластинки  d = 4,2 см. Рассеянием  пренебречь . Считать, что 10% падающего  
потока отражается  от поверхности  пластинки .  

393. В 4%- ном растворе вещества в прозрачном растворителе интенсив-
ность света на глубине d 1 = 20 мм ослабляется в 2 раза. Во сколько раз 
ослабляется интенсивность света на глубине d2 = 30 мм в 8%-ном растворе того 
же вещества?  

394. При прохождении через пластинку свет длиной волны λ1 ослабляется 
в результате  поглощения в N1 раз, а свет длиной волны λ2  – N2 раз. Определить 
коэффициент поглощения для света с длиной волны λ2, если коэффициент  по-
глощения для λ1 равен k1. 

395. Для достаточно жестких рентгеновских лучей  можно пренебречь 
энергией связи электронов вещества с решеткой и считать валентные электро-
ны свободными. Вычислить в этом приближении  показатель преломления   
алюминия  для  рентгеновских  лучей с длиной волны 0,50·10–10 м.  

396. Насыщающие пары бензола (С6Н6) для  света, длина волны которого 
λ = 5893·10 -10 м  ( желтая  линия  натрия), при  температуре 40° С и  давлении  
7,6 мм рт. ст. имеют показатель преломления  n1 = 1,001812. Чему равен показа-
тель преломления  этого газа при температуре 400° С и давлении 60,6 мм рт. ст? 

397. Найти зависимость между групповой и фазовой скоростями для сле-
дующих законов дисперсии:  1) v = а/(λ)1/2;  2) v =b·k, где a и b – константы,  λ и 
k – соответственно  длина волны и волновое число.  
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398.  Исходя из определения групповой скорости света u, получить фор-
мулу Рэлея:  v-vudd λλ=⋅ . Показать также, что 
u вблизи λ = λ′ равна отрезку v′, отсекаемому каса-
тельной к кривой v(λ) в точке λ′  (рис.398.1).  

399.  Показатель  преломления  воды   при   
λ1= 441 нм равен  n 1 =  1,341, а при λ2 = 589 нм 
равен  n 2 = 1,334. Определить  средние  значения  
фазовой  и групповой  скоростей  света  в воде  для  
синей  области  спектра  (средней  между   λ1 и λ2).  

400.  Показатель  преломления  воды  в интервале  длин  волн  от 546 до 
589 нм меняется  от 1,33447 до 1,33300. Определите  среднюю  фазовую  и 
среднюю  групповую  скорости  света  для  этого  интервала  длин  волн . 
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